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I. Allgemeine Gesichtspunkte. 


1. Historische Einleitung. Schon im Altertum betrach- 
tete man außer der Geraden, dem Kreis und den Kegel- 
schnitten gelegentlich auch Linien höherer Art, die meist 
der Lösung gewisser Probleme dienten, die sich als ele- 
mentar unlösbar erwiesen. Die Lehre von solchen Kurven 
konnte jedoch erst von dem Zeitpunkt ab systematisch 
behandelt werden, da Descartes in seiner Geométrie (1637) 
die Grundlagen zu ihrer Darstellung durch Koordinaten 
entwickelt hatte. Wiewohl Fer mat fast zur selben Zeit auf 
den nämlichen Gedanken gekommen war, knüpfte doch 
die ganze spätere Entwicklung an Descartes an, in der 
Hauptsache wohl deswegen, weil Fermats Abhandlung 
erst 1679 durch den Abdruck in dessen Varia Opera zu 
öffentlicher Kenntnis kam. 

Descartes wollte in der Geometrie nur die „algebra- 
ischen Kurven“ gelten lassen. Darunter sollen im folgen- 
den immer Kurven verstanden werden, deren kartesische 
Gleichung durch Nullsetzen einer ganzen rationalen Funk- 
tion von z, y entsteht (vgl. S. 27). Leibniz bekämpfte diesen 
Standpunkt heftig. Und auf Leibniz ist es zurückzuführen, 
daß bald auch die sog. „transzendenten Kurven“ 
(Spiralen, Zykloiden usw.) eingehender studiert wurden. 
Der heutige Standpunkt gibt im Grunde beiden Forschern 
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recht. Wenn man von kinematischen Gesichtspunkten 
ausgeht, so lassen sich algebraische und transzendente 
Kurven nicht trennen, da erstere vielfach als Spezialfälle 
der letzteren auftreten. Wenn man aber von der karte- 
sischen Gleichung ausgeht, bilden die algebraischen Kur- 
ven eine Familie für sich, da es eine ziemlich ausgebaute 
Theorie der algebraischen Funktionen gibt, während man 
die transzendenten Funktionen noch nicht einmal zu klassi- 
fizieren vermag. Vor allem haben wir den Vorteil, bei al- 
gebraischen Kurven in jedem Punkte die Stetigkeit der 
Funktion, sowie die Existenz und Stetigkeit aller Differen- 
tialquotienten voraussetzen zu können. Den Durchgang 
durchs Unendliche von positiven zu negativen Werten 
wollen wir dabei nicht als Unstetigkeit auffassen. 

In dem vorliegenden Bändchen werden wir uns mit der 
äußeren Erscheinung der algebraischen Kurven befassen. 
Von dieser hatten Descartes und seine nächsten Nach- 
folger oft ganz unrichtige Vorstellungen, da sie nur ge- 
wohnt waren, für positive Abszissen Betrachtungen anzu- 
stellen. Erst im 18. Jahrhundert erschienen systematische 
Werke, die Klarheit in diese Verhältnisse brachten, vor 
allem Newtons geniale Enumeratio linearum tertii ordinis 
(1704), Stirlings Lineae tertii ordinis Neutonianae (1717), 
dann de Guas kleines Büchlein Usages de l'analyse de 
Descartes (1740). das erste Lehrbuch der Kurvendiskus- 
sion, Eulers Introductio in analysin infinitorum (1748; 
II. Bd.) und Cramers Introduction d l’analyse des lignes 
courbes algebriques (1750). 

2. Die kubische und die semikubische Parabel. Zu 
den ersten Kurven, die mittels Koordinaten näher betrach- 
tet wurden, gehörten die „höheren Parabeln“ mit Glei- 
chungen der Form n = an- m x”, unter ihnen vor allem 
die mit den einfachsten Gleichungen „= Ar’ und y? = ls, 
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wobei wir uns unter A gewöhnlich nur eine Zahlengröße 
vorstellen. Es macht uns heute keine Schwierigkeit mehr, 
wenn einmal der im ersten Quadranten liegende Zweig 
der Kurven gezeichnet ist, uns zu überlegen, daß die „ku- 
bische Parabel“ y = Az? (Fig. I; für 4 = 1) einen kongru- 
enten*) Zweig im dritten, die „semikubische Parabel“ (auch 
Neilsche Parabel genannt) / = Az? (Fig. 2; für å = 1) 
einensolchenimvierten 
Quadranten hat. Den 

negativen Werten von 

x entsprechen nämlich 

im ersteren Falle nega- 

tive Werte von y ( als 

positiv vorausgesetzt), | 
im zweiten Falle ima- 

ginäre. Dafür ergeben | 
sich im Falle der semi- 

kubischen Parabel 

schon für positive & 

zwei nur durchs Zei- 

chen verschiedene y. . 

3. Zentrische und med: 
axiale Symmetrie. Die Kongruenz der Zweige bedingt 
bei der kubischen Parabel eine „zentrische Symmetrie“ 
in bezug auf den Anfangspunkt, der dann Mittelpunkt 
der Kurve genannt wird, bei der semikubischen Parabel 
eine „axiale Symmetrie“ in bezug auf die æ-Achse. Wir 
erkennen leicht, daß die Bedingung für die letztere in 
dem (geraden) Exponenten 2 von y liegt. Die erstere macht 
sich aber erst bemerkbar, wenn wir mittels x = g cos, 
y = sin Polarkoordinaten g, 0 in die Gleichung ein- 


Fig. 2. 


*) Das Wort „kongruent“ soll hier und in Nr. 3 lediglich die 
Möglichkeit der Deckung zum Ausdruck bringen. 
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führen. Dann sehen wir nämlich, daß sich ein Wert ọ = 0 
ergibt, und daß nach Division mit g eine rein quadratische 
Gleichung für g bleibt, bei beliebigem 0. Dasselbe wird 
in bezug auf erreicht, wenn man die Kurve mit der 
Geraden y = ux schneidet, wobei u beliebig (ev. = 1) ist. 
Wir können demnach gleich allgemein sagen: 

Eine Kurve ist symmetrisch gegen die æ-Achse (oder 
y-Achse), wenn in ihrer Gleichung nur gerade Potenzen 
von y (oder x) auftreten. 

Eine Kurve ist symmetrisch gegen den Anfangspunkt, 
wenn nach Ersetzung von x durch y und allfälliger Ab- 
sonderung der Wurzeln y = 0 nur gerade Potenzen von 
y in der Gleichung bleiben. 

Bem. Wenn in einer Gleichung x sich mit y vertauschen 
läßt, so besteht Symmetrie gegen die Winkelhalbierende des 
ersten Quadranten; wenn eine Gleichung sich nicht ändert bei 
gleichzeitiger Ersetzung von x durch — y und von y durch — x, 
so besteht Symmetrie gegen die Winkelhalbierende des zweiten 
Quadranten. E 

Beisp. Der Kreis x? + y2 = a? hat alle erwähnten Arten 
von Symmetrie. Die Gerade x + y = a liegt symmetrisch gegen 
die erste, die Gerade x — y = a ebenso gegen die zweite Winkel- 
halbierende, ähnlich die beiden Kurven xê -+ y? = aè? und 
* — y? = d, die der Leser graphisch darstellen möge (sie sind 
kongruent). Die Hyperbel xy = a? ist symmetrisch gegen 
beide Winkelhalbierenden, die Hyperbel x? — Ay? = a? jedoch 
nur gegen die Achsen. Beide Hyperbeln sind auch zentrisch 
symmetrisch, 


4. Ordnung einer Kurve. Schnittpunkte mit Ge- 
raden. Die beiden Kurven y = 123 und y? = Az? sind 
Kurven 3. Ordnung (Kubiken). Kubik (C,) nennt man jede 
Kurve, deren Gleichung von der dritten, Quartik (C) jede, 
deren Gleichung von der vierten Dimension ist usw. Diese 
Dimension wird angegeben durch die Summe der Expo- 
nenten des höchsten vorkommenden Gliedes «=y*. Die 
„Ordnung“ kann durch eine Koordinatentransformation 
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x = x’ cosa — sin d + a, y = x sing + y’ cos +b 
nicht geändert werden, da durch eine solche Substitution 
jedes Glied xz” y” in einen Ausdruck verwandelt wird, dessen 
höchstes Glied wieder die Dimension m + n hat. Die 
Ordnung ist also etwas Charakteristisches für die Kurve. 

Geometrisch drüekt sich die Ordnung einer algebraischen 
Kurve darin aus, daß eine Kurve nter Ordnung von jeder 
Geraden in n Punkten geschnitten wird. Dies ist jedoch 
im algebraischen Sinne zu verstehen, d.h. beider Abzählung 
der Schnittpunkte sind auch die imaginären und unendlich 
fernen mitzuzählen, die sich als gemeinsame Lösungen von 
F(z, y) = 0 und gz + py + y = 0 ergeben (vgl. II. Ab- 
schnitt). Im reellen Bild der Kurve kann es sehr wohl 
überhaupt keine Gerade geben, die die Kurve in n Punkten 
trifft. Auch können die n Punkte teilweise oder auch alle 
zusammenfallen. Schneidet man z. B. die kubische Parabel 
Als mit einer Geraden durch den Anfangspunkty = uz, 
so fällt immer ein Schnittpunktin den Anfangspunkt selbst, 
während die anderen zwei sich aus der Gleichung 4g? = u 
ergeben. Für u = 0 fallen aber auch diese beiden mit dem 
Anfangspunkt zusammen. Die x-Achse (y = 0) schneidet 
also die Kurve im Ursprung des Koordinatensystems in 
drei zusammenfallenden Punkten. Für u = oo (d. i. beim 
Schnitt mit æ = 0) fallen die beiden Schnittpunkte ins 
Unendliche. Man überzeugt sich davon geometrisch, indem 
man die Gerade um den Anfangspunkt sich drehen läßt. 
Bei der semikubischen Parabel y? = I ergibt jede Gerade 
durch den Ursprung schon zwei Schnittpunkte dort und 
außerdem nur noch einen (1x = u?), der für u = O eben- 
falls in den Anfangspunkt rückt und für u = oo ins Un- 
endliche geht. Jede Parallele y = k zur a- Achse schneidet 
jede der beiden Kurven in einem reellen und in zwei ima- 
ginären Punkten. Z. B. ergibt sich für die kubische Parabel 
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drs = k oder, wenn man kjå bs setzt, 2? — b3 = O, also 
(1) x — b = 0 und (2) z? + xb + b? = 0 , woraus sich 
zwei konjugiert imaginäre Abszissen berechnen lassen. 

Beisp. 1. Diejenigen Geraden, die einen einzelnen und zwei 
zusammenfallende Schnittpunkte mit einer Kubik gemein haben, 
ohne daß alle durch einen festen Punkt gehen, bilden das System 
aller Tangenten der Kubik. Nehmen wir die Gleichung einer 
Geraden in der Form ux + vry + i = 0, so können wir unschwer 
die Bedingung zwischen den Koeffizienten u , v aufstellen, die 
bestehen muß, damit die Gerade z. B. die kubische Parabel be- 
rührt. Denn setzen wir y = As in die Gleichung ein, so ergibt 
sich für die Abszissen der Schnittpunkte 

EEE 
er 0- 3 
Damit diese Gleichung eine Doppelwurzel habe, muß ihre 
Diskriminante verschwinden. Diese hat für die Gleichung 
** ＋ pr -+ g= O die Form 274° + 4p°, und das gibt ohne 
weiteres in unserem Falle 
(1) 2Tiv ＋ 4 =O. 

Für die semikubische Parabel ist die Rechnung etwas weit- 
läufiger, das Resultat aber ebenso einfach. Wir erhalten, wenn 
wir in v’y? = (ux + 1)° den Wert y? = I einsetzen, die Glei- 
chung 

u ＋ Wr url=. 

Die Diskriminante für eine allgemeine kubische Gleichung 
ax? + a,x? ＋ a ＋ % = 0 lautet*) ara + 18 40 c, a43 
— 44% 42 — 4a} a, — Mat}. Rechnet man diesen Wert aus, 
so erhält man nach einiger Reduktion 
(2) Iie ＋ 4u =N. 

Der Leser kann mittels Differentialrechnung die Einhüllende 
der Geraden ur +ry—+1=0 mit der Nebenbedingung (1) 
oder (2) suchen und wird die beren Parabeln erhalten ). 

Beisp. 2. Die Kurve x? + y? = a? ist 3. Ordnung. Denn 
durch zweimaliges Kubieren erhält man die Gleichung 


( ＋ / d ＋ Ta = . 
e, S. z. B. Pund, Algebra, S. Schubert VI, Leipzig, Göschen 1899. 
` #4) Vgl, Junker, Höhere Analysis I, S, Göschen $7, S. 179£. 
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Bemerkt man, daß diese Kubik gegen die erste W inkelhalbierende 
symmetrisch ist, so wird man das Koordinatensystem um 45° 
drehen. Dann ist die neue Gleichung in / nur mehr quadratisch 
und die Kurve kann leicht punktweise berechnet werden (vgl. S. S7). 

Beisp. 3. Wenn eine Gleichung in Polarkoordinaten eine alge- 
braische Funktion von g und den Funktionen cos % und sin 8 ist, so 
ist die dargestellte Kurve algebraisch. Z. B. sind die Kurven 

a 
(A) 2 Te und (B) 2 = 08570 
Kubiken. Denn es ist bekanntlich cos 9 = 4 cos?4 — 3 cos4 6 
und hieraus ergibt sich für (A) 
x a? 3a 


und darnach leicht 
(A) (æ + 30% @ +y’) = 4a. 
Für (B) hat man zunächst 
ei (2); 
E 2 2 
und dann 
(B) 2Talx? + /) = (4a — x). 
Kurve (A) ist die sog. Maclaurinsche Trisektrix (1720; 
s. Fig. 3), Kurve (B) heißt Tschirnhausens Kubik (1690; 
s. Fig. 4). Beide Kurven sind nach ihrer Gleichung in Polarkoor- 


Fig. 3. l Fig. 4. 
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dinaten leicht zu zeichnen. Die Symmetrie ist auch daraus zu 
ersehen, daß für +6 der Radiusvektor denselben Wert erhält. 


5. Wendetangente und Spitze. Bei der kubischen 
und der semikubischen Parabel finden wir gleich zwei 
Eigentümlichkeiten, die bei Kegelschnitten nicht auftreten 
können. Die kubische Parabel wendet zuerst ihre konkave 
Seite nach- oben, nach dem Durchgang durch den Ursprung 


aber nach unten. Die Formel R = (1 3 [6x , die man 
mittels Differentialrechnung für ihren Krümmungsradius 
ableitet, zeigt auch, daß R für sehr große Werte von x 
selbst sehr groß ist (statt 1 ＋ 3 kann dann im Zähler 
einfach 3x? genommen werden), dann beiabnehmendem x 
ein gewisses Minimum erreicht, für noch kleinere x wieder 
wächst, um für x = O unendlich groß zu werden und beim 
Übergang zu negativen æ selbst das Zeichen zu wechseln. 
Läßt man ein Lineal, das die Kurve immer berührt, dieser 
entlang gleiten, so kehrt es, wenn es in die Lage der æ-Achse 
gekommen ist, die Richtung seiner Drehung um, während 
der Berührungspunkt, der die Kurve beschreibt, immer in 
demselben Sinne längs der Kante des Lineales fortschreitet. 
Die x-Achse ist (dreipunktig berührende) „Wendetangente“, 
der Anfangspunkt heißt „Wendepunkt“, ist aber an sich 
auf der Kurve nicht ausgezeichnet. 

Das Verhalten von Tangente und Punkt bei der semi- 
kubischen Parabel ist gerade entgegengesetzt. Während 
die Tangente beim Durchgang durch die Lage der x-Achse 
ihre Drehungsrichtung nicht ändert, kehrt der die Kurve 
beschreibende Punkt dort seine Bewegungsrichtung längs 
der Tangente um und erzeugt eine „Spitze“. Der Krüm- _ 
mungsradius geht für große x von sehr großen Werten 
aus, nimmt aber ohne Unterbrechung bis zu 0 ab. Ein 
Unterschied im Vorzeichen für beide Zweige besteht nicht. 
Die Spitzentangente berührt ebenfalls dreipunktig. Solche 
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Vorkommnisse heißen „Singularitäten“. Die Wendetangente 
ist eine „Liniensingularität“, die Spitze eine „Punkt-. 
singularität“ (vgl. S. 98/99). 

6. Variation von 2 in der Gleichung ga = As. Um 
von den gegebenen Kurven einen Übergang zu anderen 
Formen von Kubiken zu gewinnen, werden wir zunächst 
Konstantenänderungen in den Gleichungen vornehmen. 
Wir werden dies aber nur an der semikubischen Parabel, 
weil es dort etwas schwieriger und lehrreicher ist, durch- 
führen. Wenn jemand die Kurve / = d punktweise zu 
zeichnen unternimmt, so wird er sofort bemerken, daß er 
das Maß des Steigens durch den Koeffizienten A regulieren 
kann. Läßt man å unbegrenzt variieren, so bemerkt man 
folgendes. Für sehr kleine J schmiegt sich die Kurve von 


ehr der ee Setzt man 1 1 = A, so daß also die 
leichung Ay? = s lautet, so sieht man, daß für å = œ, 
so A = O, die Kurve in die dreifach gezählte y-Achse 
übergeht. Für sehr große negative J ist sie der y-Achse 
links sehr nahe, nähert sich dann der negativen a-Achse 
und fällt mit dieser, wenn man sie doppelt zählt, für 4 = 0 
zusammen. Bei A = 0 findet also ein Übergang vom nega- 
tiven zum positiven Teile je ee statt. 


Beisp. Die Gleichung 45 er 2 1 stellt für positives 4 


Ellipsen, für negatives A Hyperbeln dar. Alle Kegelschnitte 
berühren sich in den Endpunkten A B der großen Achse, die 
für alle dieselbe Länge È a) hat. Für 4 = Ô findet der Über- 
gang statt. Die De ergibt in diesem Falle (nach Multi- 
plizieren mit A) y? = 0, also die doppelt liegende x-Achse. Je 
nachdem man aber = den Ellipsen herkommt oder von den 
Hyperbeln, ergibt sich entweder die Strecke A B selbst als gleich- 
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sam unendlich schmale Ellipse, oder die Strahlen von A nach, 
links und von B nach rechts als ganz flach gedrückte Hyperbel. 
Ein weiterer Übergang findet für A = + statt, den sich der 
Leser selbst veranschaulichen möge. 


7. Hinzufügung einer Konstanten zu einer Gleichung 
(Kurve gleicher Potenz). Wir wollen nun zunächst sehen, 
was es bedeutet, wenn wir unserer Gleichung eine Konstante 
additiv beifügen, also die Kurve y? = A + ô bilden. 
Schneiden wir die neue Kurve mit der ursprünglichen, 
setzen also in der neuen Gleichung y? = åz? , so ergibt sich 
ö=0. Da aber ô gerade nicht Null sein soll, ist zwischen 
den beiden Gleichungen ein Widerspruch vorhanden, d.h. 
die alte und die neue Kurve schneiden sich überhaupt nicht, 
soweit man nämlich das Endliche in Betracht zieht. Über 
das Verhalten im Unendlichen werden wir bald sprechen 
(vgl. S. 39 ff.). Nehmen wir ö sehr klein an, so erhalten wir 
eine Kurve, die ganz nahe an der ursprünglichen verläuft, 
und zwar außen oder innen, aber natürlich keine Spitze 
mehr hat. Wir können das für jede beliebige Kurve aus- 
sprechen: Ist f(x, y) = 0 die Gleichung irgendeiner Kurve, 
so stellt für kleine positive oder negative Werte von ô die 
Gleichung f(x, y) = ò eine neue Kurve dar, die ganz nahe 
an der alten verläuft, sie aber nirgends überschreitet. Von 
diesem Satze werden wirnoch wichtigen Gebrauch machen. 

Bem. Man weiß, daß beim Kreise J. Steiner (1826) den 
Begriff der „Potenz“ aufgestellt hat, die dargestellt wird durch 
das Produkt der auf einer den Punkt P(x,.%,) enthaltenden 
Sehne AB durch den Punkt P gebildeten Abschnitte. Dieses 
Produkt PA- PB wird für einen Kreis mit der Gleichung 
fe, y) S +y?— r= 0 samt Vorzeichen gegeben durch 
fix. Yo) S e + % — r? und ist im Innern des Kreises negativ, 
im Äußern positiv. Der Begriff der Potenz ist auf höhere Kur- 
ven ausdehnbar*) und die Potenz ist immer dem Ausdruek F h, 0) 


*) Vgl. Pascal, Repert.d. hoh. Math., 2. Aufl. 1910, I. Bd. 1. Hälfte, 
4367. 
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proportional. Auch bei der Ellipse Z 1 1 8 A — 1 ist also die 
Potenz (bei positivem Properkim biste im Innern negativ, 
im Äußern N bei der Parabel / — 2 % ebenso, bei der 
Hyperbel = == =. — 1 ist es umgekehrt. Auf Grund dieses er- 
weiterten Patenzbegritfee hat man die Kurven fx, y) + ô = 0 

„Kurven gleicher Potenz“ in bezug auf die Grundkurve f(e, ) = 
genannt. 

Beisp. Die Schar der Parallelen Ar + By = 2, ferner die 
ar der ähnlichen und ähnlich liegenden Kegelschnitte 
It 155 = 1 (der konzentrischen Kreise x? + y? = å) kann in 
der eben beschriebenen Weise aufgefaßt werden, da sich überall 
nur die Gleichungskonstante ändert. Bei der kubischen Hyperbel 
y = As bedeutet die Hinzufügung einer Konstanten nur eine 
Parallelverschiebung, wie überhaupt bei allen Kurven, in denen 
y oder x nur in der ersten Potenz vorkommt. 

8. Variation von 4 und s in der Gleichung 
Y? = 2X? + £ . Setzt man in der Gleichung y2 = 4x? + ô 
für y die Werte + y ô ein, so ergibt sich jedesmal £? = 0, 
d. h. die Geraden y = + Vô schneiden die Kurve auf der 
y-Achsejein dreizusammenfallenden Punkten. Wir werden 
ohne weiteres vermuten, daß es sich um Wendepunkte 
handelt. Lassen wir also ö variieren, so liegen die reellen 
Wendepunkte des Systems / = J ＋ ô für positives ô 
auf der y-Achse und ihre Tangenten sind parallel der 
x-Achse. Man sieht das noch besser, wenn man ô = €? 
setzt. Dann läßt sich die Gleichung auch schreiben 
(y + £) (y — £) = As und diese Gleichungsform läßt ge- 
mäß unseren Ausführungen den Sachverhalt sofort er- 
kennen. Setzen wir in dieser Gleichung y = 0, so erhalten 
wir 2? = — e2/A, d. i. eine reelle Abszisse für den Schnitt- 
punkt der Kurve mit der a-Achse. Auch bei noch so kleinem 
e kann man aber durch geeignete Wahl von A, das man nur 
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entsprechend noch viel kleiner nehmen muß, erreichen, daß 
der Zug A CB (s. Fig. 5) sich beliebig weit z. B. nach links er- 
streckt. Bei festem e findet dann der Übergang für 4 = 0 
so statt, daß die Kurve für ein ganz kleines positives 4 so 
liegt, wie in Fig. 5 (å = 1, e = ), nur daß sie sich fast 
ganz an die Parallelen y = e anlegt, für ein ganz kleines 
negatives A aber erscheint die Figur an der y-Achse ge- 
spiegelt: Der Zug 
ACB der Fig. 5 geht 
in die unendlichen 
Äste über und um- 
gekehrt. Für s= 0 
kann der Zug 40 
gar nicht mehr ent- 
stehen und wir sehen 
nun deutlich, warum 
in diesem Falle bei 
A= 0 ein Übergang 
von der doppelt ge- 
zählten positiven zur doppelt gezählten negativen x-Achse 
eintreten muß. 

9. Variation von € und é in der Gleichung y? = 2%3 
— e + Æ. Um nun ebenso deutlich zu sehen, wieso 
unsere semikubische Parabel y2 = Js für 4 = oo in die 
dreifach gezählte y-Achse übergehen muß, machen wir auf 
der rechten Seite der Gleichung dasselbe, was wir soeben 
auf der linken getan haben, d.h. wir setzen statt x3 , indem 
wir zwei ganz nahe Parallele zur y-Achse ziehen, das 
Produkt æ (x + é (æ — á. Dann haben wir eine Kurve 
mit der Gleichung ; 
(A) (y + ely — e) =i2c -, 
oder i 
{A*) y? A Jet & 


Fig. 5. 


9.10. Variation einer Kubik. 7 


und wir sehen sofort, daß die neue Kurve von der ursprüng- 
lichen semikubischen Parabel in zwei Punkten mit der ge- 
meinschaftlichen Abszisse x = e?/2£2. geschnitten wird. 
Die Gleichung (A) zeigt uns ferner, daß die Kurve durch 
die 6 Punkte geht, die die Abszissen x = O, & é, 
* = —é haben und für welche y = +€ ist. 

Um uns den Verlauf der Kurve (A) klarzumachen, 
suchen wir noch ihre Schnittpunkte mit der x-Achse. Die 
Substitution von y = O in (A*) ergibt 
(B) 3 — er ＋ 821 A 0, (4 = 1% 
eine Gleichung, die, solange é und e voneinander un- 
abhängig sind, mit Sicherheit nur eine Wurzel z < — é 
ergibt (bei positivem A). Denn die linke Seite der Gleichung 
wird für z = —oo negativ, für x = = e aber positiv. 
Wir wollen deshalb etwa = A = 1 und é = e nehmen, 
so daß die Kurvengleichung lautet 


(Ac) y? = * — es e? 
und aus (B) wird 
(8 * * (* — 820 = — 82 


Wenn hier e <1 genommen wird, was wir doch jeden- 
falls voraussetzen wollen, ist zwischen æ = 0 und £ = € 
eine Wurzel unmöglich; denn für einen solchen Wert wird 
zwar die Klammer negativ, aber absolut genommen kleiner 
als e?, und die Multiplikation mit x ergibt etwas noch Klei- 
neres, kann also nicht auf den absoluten Wert e? führen. 
Daß zwischen & = 0 und z = —e keine Wurzel liegt, ist 
fast selbstverständlich; in der Tat wird für einen solchen 
Wert die linke Seite von (B*) positiv. Demnach läuft in 
diesem Falle die Kurve, wie in der Fig. 6 angegeben (e = Y. 
Diese Kurve ist etwas allgemeiner als die der Fig. 5, weil 
die beiden Wendetangenten nicht parallel laufen. 

10. Die Büschelform der Gleichung. Signierung. Bevor 
wiraus Gleichung (A)noch Weitereszulernensuchen, wollen 


Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 2 
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wir einen allgemeinen Satz aufstellen, der sich aus den 
bisherigen Betrachtungen durch Verallgemeinerung ohne 
weiteres ergibt. Hat nämlich eine Kurvengleichung die Form 
(I) 46=BV, 
wo O und Y irgendwelche Funktionen von x , y bedeuten, 
so geht die Kurve (1) durch sämtliche Schnittpunkte der 
Kurven O = O, ¥ = 0 . Denn für einen solchen Schnitt- 
punkt (T0, Yo) ist O (, Yọ) = 0 und Y (x, > Yo) = 0 , also 
auch 40 (, Yo) = BY (£o > %) . Dabei können 4 und B 
Zahlenkoeffizienten oder selbst Funktionen von &, y sein. 
Im letzteren Falle geht Kurve (1) durch alle Schnittpunkte 
der Kurve 4*) mit B und Y und der Kurve O mit Bund . 

Nehmen wir A und Bals Zahlenkoeffizienten und setzen 
B= å , so stellt für variables å die Gleichung 
(2) O = A 
ein System von Kurven dar, die alle durch sämtliche Schnitt- 
punkte von O und W gehen. Man nennt ein solches System 
„Büschel“. Nun muß aber wegen der Stetigkeit jeder Zug 
einer algebraischen Kurve, sei es im Endlichen, sei es nach 
einmaligem oder öfterem Passieren des Unendlichen in sich 
zurücklaufen. Die Kurven O und Y teilen also die Ebene 
in eine Anzahl von Feldern. Nun gibt es gewisse Gebiete 
der Ebene, deren Punkte die Eigenschaft haben, daß ihre 
Koordinaten z. B. den Ausdruck ® positiv machen, andere 
Gebiete, für die ® negativ wird. Diese Gebiete sind überall 
durch die Kurve ® = 0 getrennt. Bekannte Beispiele hier- 
für sind ja die Gerade und die Kegelschnitte, bei welch 
letzteren man ein „Inneres“ und ein „Äußeres“ unter- 
scheiden kann. 

Ist nun in Gleichung (2) A positiv, so kann die Kurve (2) 
ur in solchen Feldern liegen, in denen gleichzeitig O und 


*) Ich werde öfters der Kürze halber einfach „Kurve 4“ statt 
rve mit der Gleichung 4 = 0“ sagen. 
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positiv oder negativ werden. Hat man ein solches Feld 
festgestellt, so kommt man beim Überschreiten der einen 
Kurve in ein anderes Feld, in welchem kein Punkt von (2) 
liegt usw. Indem man die letzteren Felder schraffiert und 
die Schnittpunkte der Kurven Ọ und Y markiert, 

erhält man oft sofort ein deutliches Bild vom Ver- Y f 
lauf der Kurve. Für negatives å liegen alle Kurven S 
in den nichtschraf- 

fierten Feldern. Die 
Übergänge finden 
für 1 = 0 und 
4 = œ über die 
Kurven O und Y 
Statt. 

Dieses .„‚Signie- 
rungsprinzip“, wie 
es von Reuschle 
genannt wurde, 
wird mit besonde- 
rem Vorteil ver- 
wendet, wenn die 
Kurven ® und Yin 
mehrere Teilkurven „zerfallen“. Man erhält dann 
nämlich eine größere Anzahl von Feldern, da schon 
das Überschreiten einer einzigen solchen Teilkurve, 

z.B. von O, das Vorzeichen von O ändert. Ein solcher Fall liegt 
2. B. bei der Gleichung (A) der vorigen Nr. vor und die Fig. 6 
wird dem Leser deutlicher als alle Worte zeigen, wie das Si- 
gnierungsprinzip anzuwenden ist. Man sieht aus (A), daß 
für große positive x und große positive oder negative y bei 
positivem A die beiden Seiten der Gleichung positiv werden. 
Demnach können in den Feldern rechts oben und rechts 
unten Kurvenpunkte liegen. Hiernach ist die Signierung, 


Jk 
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wie Fig. 6 zeigt, vorzunehmen. Zur sicheren Anwendung 
der Regel ist nur vorauszusetzen, daß alle vorkommenden 
Schnittpunkte einfach sind und zunächst wollen wir auch 
annehmen, daß O und Y keine vielfachen Faktoren enthalten. 


11. Variation von 2 in der Gleichung y? = 2a 
Ze + £. Wir fahren nun in der Betrachtung der 
Gleichung (A) der Nr. 9 fort. indem wir A variieren, zur Ver- 
einfachung aber é = e setzen. Dann haben wir die Kurve 


(C) y? — e A — 22). 

H Diese Kurve ist ja für 

į = 1 mit (Af) identisch 
5 s und sie behält die charak- 
M f teristische Form von Fig. 6 
I auch bei, wenn Å bis zu 0 
NV abnimmt. Nur schmiegt 
\ sich die Kurve dann immer 


N mehr an die beiden Paral- 
~ lelen zur x-Achse y = + € 
an, in die sie für å = 0 

x übergeht. Wenn nun aber 
bei der Kurve (C) J größer 
wird, so werden die Äste 
steiler, die Ein- und Aus- 
buchtungen stärker und 
es tritt für einen gewissen 
Wert von 4(=3Y3/2e) 
der Fall ein, daß die zwei 
Einbuchtungen in dem 

\ Raum zwischen æ = O und 
Fig. 7. e aneinanderstoßen. 

Sie vereinigen sich dann zu einem „Doppelpunkt“ (Fig. 7; 
e = }), einer Singularität, die schon bei den zwei Bei- 
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spielen von Nr. 4 (Fig. 3 u. 4) auftrat. Den angegebenen 
Wert von J erhält man, wenn man die Diskriminante der 
Gleichung (B) für é = e bildet (vgl. S. 10). Wird A noch 
größer, so reißt der Doppelpunkt nach der anderen Seite 
auf, die Kurve hat dann drei reelle Schnittpunkte mit der 
x-Achse, es entsteht ein von dem ins Unendliche gehenden 
Zug ganz getrenntes Oval (in Fig. 7 für å = 10 gez.), das 
sich bei weiter wachsendem / immer mehr den beiden 
Parallelen & = O, x + e= 0 anschmiegt, während der 
unendliche Zug der Geraden x — e = 0 sich nähert. Für 
O artet dann die Kurve in diese drei Parallelen aus, 
die, wenn wir gleichzeitig e zu Null abnehmen lassen, in 
x3 = 0 zusammenfallen. Damit ist auch dieser Übergang 
anschaulich gemacht. Für sehr große negative A erscheint 
die soeben betrachtete Figur wieder gegen die y-Achse ge- 
spiegelt und das jetzt rechts auftretende Oval macht den 
umgekehrten Prozeß durch. Der Doppelpunkt entsteht dann 
für å = 33/28 

Bem. Wir haben soeben eine Kurve kennen gelernt, die 
aus zwei getrennten Zügen besteht, ohne doch zu zerfallen. Die 
beiden Züge unterscheiden sich dadurch, daß der eine von einer 
willkürlichen Geraden nur in einer geraden Anzahl (O oder 2), 
der andere nur in einer ungeraden Anzahl von Punkten (1 oder 3, 
wenn man ev. den unendlich fernen mitzählt) geschnitten werden 
kann. Ch. v. Staudt hat (1847) allgemein bewiesen, daß eine 
algebraische Kurve immer aus solchen „paaren und, unpaaren“ 
Zügen zusammengesetzt ist. 

12. Die Gleichungsform = 2 W2. Das Verfahren 
der Ersetzung eines zwei- oder dreifachen Faktors einer 
Gleichungsseite durch verschiedene, aber von dem ursprüng- 
lichen nur wenig abweichende Faktoren wollen wir nun 
verallgemeinern und damit die letzte der in Nr. 10 ge- 
machten Einschränkungen teilweise aufheben. Es habe 
eine Kurve C die Gleichungsform 

40 = B, 


22 I. Allgemeine Gesichtspunkte. 12.13. 


wo wieder Ọ = O, = 0 Kurven seien, die aber nur ein- 
fache Schnittpunkte haben sollen (d. h. sie sollen sich nicht 
berühren und keine soll durch Doppelpunkte, Spitzen usw. 
der anderen gehen). A und B seien Koeffizienten oder 
auch Funktionen. Im letzteren Falle sollen aber auch A = 0 
und B = 0 nur einfache, mit den Schnittpunkten von O und 
Y nicht zusammenfallende Schnittpunkte haben. Schreiben 
Wir dann WW + ô) 

statt W2, so sehen 
‚ wir, da wir in 
naher Umgebung der 

Schnittpunkte von O 
mit ¥ und (¥ ＋ ô) 
diese Kurven durch 
ihre Tangenten er- 
setzen können, daß 
sich die Kurve C in 
all diesen Schnitt- 
punkten verhält, wie die Parabel y = zu den Koordinaten- 
achsen. D. h. die Kurve C berũhrt die Kurve O (ev. auch A) 
überall dort, wo sie von der Kurve ¥ geschnitten wird 
(Fig. 8). In den Fällen, wo mehrfache Schnittpunkte auf- 
treten, ist eine besondere Untersuchung notwendig. 

Beisp. Die Gleichung æ = + y — 1)? stellt eine 
Schar sich doppelt berührender Kegelschnitte dar. Die gemein- 
samen Tangenten sind die Achsen ® = O, y = 0, Berührungs- 
sehne ist die Gerade x + y — 1 = O. Allgemein lautet die 
Gleichung einer solchen Schar 
GG, = 4G}, 

wenn G, , Ga, G, Symbole für beliebige Geradengleichungen sind. 
13. Die Gleichungsformen S und S Y3, 
Ahnliche Betrachtungen führen zu den folgenden Sätzen: 
Hat eine Kurve C die Gleichungsform 


4 = BY, 


Fig. 8. 
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so berührt sie im allgemeinen die Kurve O in den einfachen 
Schnittpunkten von O und W dreipunktig. Ist O eine Ge- 
rade, so ist sie in diesen Punkten die Wendetangente von 
C. Hat eine Kurve C die Gleichungsform 
40 Bs, 

so besitzt sie im allgemeinen Spitzen in den Schnittpunkten 
von ® und Y mit den Tangenten von O als Spitzentan- 
genten. In der Aufstellung und Erweiterung solcher Sätze 
ist aber Vorsicht geboten (vgl. Nr. 56, Beisp. 6; s. auch S. 63). 


| 
| 
| 
| 


Sn 
= Fig. 9. Fig. 10. 


Beisp. 1. Die Kurve des Beispiels 2 von Nr. 4 mit de 
Gleichung (x + y — a)’ +27axy=0 hat in den Schnitt- 
punkten der Geraden & + y — a = 0 mit den beiden Achsen 
Wendepunkte mit den Achsen als Wendetangenten (Fig. 9). 

Beisp. 2. Nicht dasselbe findet statt bei der Kurve mit 
der Gleichung 

ylax — % = x? e 
(Descartessches Blatt, 1638) weder für den Anfangspunkt 
x= 0, y = 0, noch für die Schnittpunkte der Parabel ax — y? = 0 
mitz=0. Wie eine Zeichnung der Kurve ergibt (vgl. Fig. 10; 
Polarkoordinaten!), hat sie nämlich im Anfangspunkt einen 
Doppelpunkt, dessen beide Tangenten die Achsen sind (e wird 
Null für 9=0 und 9 = 90°), und die Achse y = O schneidet 
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die Kurve deswegen in drei zusammenfallenden Punkten 
(x? = 0), weil durch ihren Berührungspunkt die Kurve noch 
einmal bindurchgeht. Über die Parabelax — y? = 0 siehe S. 120. 
Es besteht Symmetrie gegen die erste Winkelhalbierende der 


Achsen. A 
Beisp. 3. Die Quartik xt — 2% — 4ay? ＋ a = 0 
(Beisp. von Cramer) läßt sich auf die Form bringen 
(* — ad? = 44% 

In der Tat hat die Kurve, die sich ja leicht punktweise berech- 
nen läßt (vgl. Fig. 11), in den Punkten = ro, y=0 
Spitzen mit den Geraden x =+ a als Tangenten. Man erkennt 
leicht, daß die Kurve für negative y keine reellen Zweige hat. 
Die y-Achse wird in einem einzigen reellen Punkt geschnitten. 


\ 14. Kubik mit 
Doppelpunkt. Wir 
kehren nun zu unse- 

| rer Kurve (C) von 
S. 20 zurück, die für 
À = 35/2 einen 

i Doppelpunkt auf- 

Migi wies. Das Charakte- 

ristische ist, daß die Kurve sich im Doppelpunktselbstdurch- 
schneidet. Nicht charakteristisch ist die Schleife, die sich in 
all unseren bisherigen Fällen zeigte. Setzen wir in der 

Gleichung (C) den angegebenen Wert von J ein, so ergibt sich 

22 2e? 
D ET NT E PE E E 

m Tue 

Für y = 0 muß die entstehende Gleichung in x eine Doppel- 

wurzel haben. Man weiß, daß die Ableitung der Gleichung 

nach æ diese Wurzel als einfache enthält. Diese Ableitung 
lautet 32° es und man erkennt leicht & = e/y3 als die 

Doppelwurzel. Gleichung (D) läßt sich also schreiben 


„ 22 f * 4.22 
Ze ee 150 
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wobei der letzte Faktor den weiteren Schnittpunkt der 
Kurve mit der x-Achse anzeigt. 

Bem. 1. Gleichung (D*) ist von der Form A®? = . Y’, 
und in der Tat berührt die Kurve (D*) die Gerade Y’ dort, wo 
sie von O (der æ-Achse) geschnitten wird (vgl. Nr. 12 und 
Fig. 7). In dem Schnittpunkte von O und Y liegt der Doppel- 
punkt. Dafür werden wir bald eine allgemeinere Gleichungs- 
form geben (Nr. 17). 

Bem. 2. Der Leser wird leicht finden, daß sich wohl die 
Gleichung der Tschirnhausenschen Kubik (S. 11) auf die 
Form (D*) bringen läßt, nämlich 

274% = (x + 8a? (a — x), 
nicht aber die der Maclaurinschen Trisektrix, wiewohl beide 
Kurven ziemlich ähnlich gegen das Koordinatensystem zu 
liegen scheinen. Der Grund hierfür wird später ersichtlich 
werden (s. Beisp. 2 v. Nr. 27). 

15. Kubik mit isoliertem Punkt. Das Tangenten- 
paar des Doppelpunktes. Die Kurve (D*) ist offensichtlich 
nur ein Spezialfall der Kurven mit der Gleichung 
Œ) y? = — p}? (e — 9) . 

Auf alle Fälle scheint (E) in & = p, y = 0 einen 
Doppelpunkt zu haben. Wir sehen jedoch gleich, daß 
(wenn 2> 0) die Gleichung für x < q keine reellen Werte 
von y mehr gibt. Ist also p< g , so liegt dieser „Doppel- 
punkt“ ganz vereinzelt, es gehen keine reellen Zweige der 
Kurve durch ihn und wir nennen ihn daher „isolierten 
(Doppel-)Punkt“. Wollen wir also eine Form wie (D) oder 
wie die Tschirnhausensche Kubik erhalten, so müssen 
wir p >q voraussetzen, eine Bedingung, die bei diesen 
beiden Kurven in der Tat erfüllt ist“). Für p = g entsteht 
eine Spitze und diese Form bildet also den Übergang vom 
isolierten Punkt zum Doppelpunkt mit reellen Zweigen, 
den man zum Unterschied auch „Knoten“ nennt. 


) In der Gleichung von Nr. 14, Bem. 2 ist allerdings für a 0 
A<0. Dann muß p< çg sein. 
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Behufs genauerer Untersuchung des Doppelpunktes 
von (H) legen wir den Anfangspunkt des Koordinatensystems 
in ihn, d. h. wir setzen z — p = , so daß die Gleichung 
(Œ) dann lautet 


®) y2? SE + p— q) 
oder 
* 7 — 40 — g) = 153. 


Wir sehen, daß durch diese Umformung nicht bloß das 
Absolutglied aus der Gleichung entfernt wurde, sondern 
daß in ihr auch kein lineares Glied mehr auftritt. Schneidet 
man die Kurve mit einer Geraden durch den Anfangspunkt 
y = Ae, so ergibt sich (nach Abtrennung der W 
wurzel E = 0) die Gleichung 
(1) A? — ifp — 9) = 2.435. 

Die Gerade hat also außer den zwei in den Anfangs- 
punkt fallenden Schnittpunkten immer noch einen weiteren, 
dessen Abszisse durch Gleichung (1) gegeben ist. Auch 
der hierdurch bedingte Wert von & kann aber Null werden, 
wenn A = +Ẹ4(p — ) wird. Das tritt offenbar dann ein. 
wenn die Gerade einen der Zweige des Doppelpunktes (im 
Anfangspunkt) berührt. Daher lauten die Gleichungen der 
beiden Tangenten des Doppelpunktes y = + ¿y AP = 
und das Produkt dieser beiden Gleichungen ergibt 
y? — ip — q) £? = 0 als Gleichung des Tangentenpaares. 
Wir sehen, daß dies nichts anderes ist als das System der 
quadratischen Glieder unserer Gleichung (F.“). Diese Be- 
trachtungen sind ganz unabhängig von der Art des Doppel- 
punktes. Wenn man im Falle des isolierten Punktes von 
„Berühren“ und „Tangenten“ spricht, so denkt man sich 
eben zwei imaginäre Zweige durch den Punkt gehend, die 
man algebraisch ja ebenso wie reelle Zweige verfolgen 
kann. Nun erkennt man leicht, daß immer für A > 0) das 
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ái 


Tangentenpaar y = + 4 (p ) nur dann reell ist, wenn 
p> q. Das ist die Bedingung, die wir schon oben fanden. 
Rückt der Wert von p dem Wert von g immer näher, so 
schrumpft die Schleife, die bei dieser Art von Gleichung 
für p > q stets vorhanden ist, immer mehr zusammen unå 
geht schließlich in eine Spitze über. 

16. Der Anfangspunkt als vielfacher Punkt. Wir 
können daran gleich folgenden allgemeinen Satz schließen, 
der genau nach dem eben benutzten Verfahren bewiesen 
wird: Ordnet man eine algebraische Gleichung in g , y nach 
dem Grade ihrer Glieder, so daß sie die Form erhält 
0) un + unte, 2) Tus, M H .. . leg) 0. 
WO 241, Ug, - - - % die Aggregate der Glieder ersten, zweiten, 
.. nten Grades sind, und ist die Konstante 2 = 0 , so geht 
die Kurve durch den Ursprung des Koordinatensystems 
und 2 (x, y) = 0 stellt die Tangente der Kurve im Ursprung 
dar. Ist aber „(@,y)=0, d. h. sind überhaupt keine 
linearen Glieder vorhanden, so hat die Kurve im Anfangs- 
punkt einen Doppelpunkt, dessen Tangentenpaar die Glei- 
chung u(x, y) = 0 hat. Ähnlich für einen dreifachen, 
bis zu (n—1)-fachen Punkt. Es handelt sich aber nur dann 
um einen gewöhnlichen %-fachen Punkt, wenn erstens das 
niedrigste Aggregat u, (x, y) aus Ä verschiedener Faktoren 
besteht, zweitens auch keiner dieser Faktoren in 21 (2, y) 
und den folgenden Aggregaten enthalten ist. Fehlen alle 
Glieder außer ½ (, y) = O, so besteht die Kurve aus einem 
System von 2 Geraden durch den Anfangspunkt. Denn 
jede homogene Gleichung „ten Grades in , y läßt sich, 
wenigstens theoretisch, in m lineare Gleichungen von der 
Form xx + fy = 0 zerlegen. 

Beisp. Nach der letzten Bemerkung kann es dreifache 


Punkte nur auf Kurven geben, die mindestens der 4. Ordnung 
sind. Der gewöhnliche dreifache Punkt hat zwei Arten. In 
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einem Falle sind alle drei Tangenten reell und getrennt, im 
andern ist nur eine Tangente reell, die beiden anderen sind kon- 
jugiert imaginär. Wir geben als Beispiele die beiden Quartiken 
yy? — x?) = x + y* (Fig.12) und y (y? + x°) = xt + y* (Fig.13). 
In dem letzteren Falle ist äußerlich keinerlei Besonderheit an 
der Kurve im Anfangspunkt zu bemerken. 


Fig. 12. Fig. 13. 

17. Bedingung für das Vorhandensein eines Doppel- 
punktes. Allgemeine Gleichung des Tangentenpaares. 
Aus dem Satze der vorigen Nr. können wir eine Gleichungs- 
form herleiten, die das Vorhandensein eines Doppelpunktes 
sofort erkennen läßt. Hat z. B. eine Gleichung die Form 
(H) dz? + BS ＋ O = O0, 

WOA, B, C beliebige Funktionen sind, so hat die durch (H) 
dargestellte Kurve, sofern nicht in allen Funktionen 4, B, C 
das Absolutglied fehlt, was wir ausschließen, eine Singulari- 

2. Ordnung im Ursprung. So wollen wir sagen, wenn wir 
nichts Genaueres wissen, als daß die niedrigsten Glieder 
der Gleichung von der 2. Ordnung sind. Sind &, f, y die 
Absolutglieder der Funktionen 4, B, C, so wird das 
Tangentenpaar des Doppelpunktes durch g? + pey 
＋ y4? = 0 dargestellt. Aber auch wenn eine Gleichung 
in die Form gebracht werden kann 
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(K) 4 O + BOY- CN = O, 

wo ® = 0 und Y = 0 irgendwelche Kurven sind, die sich 
aber nur in einfachen Punkten durchschneiden mögen, hat 
die Kurve (K) Singularitäten 2. Ordnung in allen Durch- 
schnittspunkten von O und Y. Denn wenn wir uns den Ur- 
sprung in einen dieser Schnittpunkte verlegt denken, so 
werden die niedrigsten Glieder von ® und W linear in , y 
und diese geben, in den Kombinationen Oe, O, Y? und 
mitden Absolutgliedern der ebenfalls transformierten Funk- 
tionen A, B, C multipliziert, die Gleichung des Tangenten- 
Paares. Es darf nur für keinen der Schnittpunkte gleich- 
zeitig auch A = B = C = O sein. 

Über die Werte der Absolutglieder in den transformier- 
ten Funktionen A, B, C läßt sich Näheres aussagen. Liegt 
nämlich der fragliche Doppelpunkt im Punkte z =a, y =b, 
soist die Transformation x = &+a,y=n-- bzu machen. 
Denkt man sich diese Transformation z. B. an A ausgeführt, 
so erhält man das neue Absolutglied für = 0, 4 = 0. 
Das ist aber dasselbe, wie wenn man in A überall von 
vornherein x =a, y=b gesetzt hätte (Taylorscher 
Lehrsatz). Die so erhaltenen Absolutglieder A(a , b), 
B(a, b), C(a, b) sollen æo, os Yo heißen. Wenn nun G 
und J gerade Linien sind, so daß also etwa 
(1) GS — -A — a), Y=y—b— = a), 
so werden diese Ausdrücke durch die obige Transformation 
zu 
(1%) p=n— e, „ uf, 
und das Tangentenpaar im Doppelpunkte der Kurve (K 
hat die Gleichung 


@) xp? + popyt 70 W = 0, 
die auf ein parallel zu dem ursprünglichen durch die Sin- 
gularität selbst gelegtes Koordinatensystem bezogen ist. 
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Setzen wir nachträglich in Gleichung (2) E = - a, 
n=y-— b , so wird aus ꝙ wieder O, aus y wieder F und 
wir finden die Gleichung des Tangentenpaares, bezogen 
auf den ursprünglichen Anfangspunkt zu 

(2*) * + BOY ＋ % ν = 0. 

Bem. 1. Auf dieselbe Weise ergibt sich, daß eine Kurve 
von der Gleichung Ad + By = 0 (vgl. S. 18), wo Ọ und Y 
gerade Linien vorstellen, im Punkte Ọ =0, Y = 0 die Tangente 
a O +B,Y = O hat. Die Erweiterung auf höhere, vielfache 
Punkte liegt ebenfalls auf der Hand. 

Bem. 2. Die aus der Differentialrechnung bekannte Be- 
dingung des Doppelpunktes dfldex=0, oflüy=0, in Ver- 
bindung mit f = O bestätigt, daß ein Punkt (a, b) der auf ® und 
W liegt, für die Kurve (K) im allgemeinen ein Doppelpunkt ist. 
Denn die Differentiation ergibt für konstante A, B, C fol- 
gende zwei Gleichungen 

(240: + BY) + W{BOL+2C0Y)=0, 
0240, + BY) BO, +204) =. 
die beide für alle Werte von x, y, für welche gleichzeitig 
Ọ = 0 und Y = O ist, ebenfalls erfüllt sind. Die Erweiterung 
auf variable 4, B, C ist einfach. 

Beisp. 1. Nach der eben angegebenen Regel muß das Tan- 
gentenpaar des Doppelpunktes der Kurve (E) (S. 25), deren 
Gleichung / = — pj? (x —q) schon auf die Form (T) ge- 
bracht ist, die Gleichung / = A(p — g)(x — p)? haben, was 
mit dem S. 26 Festgestellten übereinstimmmt. Für die 
Tschirnhausensche Kubik ergibt sich auf diese Weise 
y? = ( + 8a)? und der Winkel der Tangenten gegen die 
x-Achse zu 30°. 

Beisp. 2. Wenn man in der kartesischen Gleichung 
(x + 3) + y?) = 4a der Maclaurinschen Trisektrix 
y = O setzt und die Doppelwurzel der entstandenen Gleichung 
in x sucht (vgl. S. 10), so findet man, daß sich die Gleichung 
der Kurve in die Form bringen läßt 

9% + 3a) + (r — a(x + 2a} = O, 
die ebenfalls von der Form (K) ist. Setzt man x = — 2a in die 
Koeffizienten ein, so ergibt sich für das Tangentenpaar des 
Doppelpunktes / = 3(x + 24%, also der Winkel der Tan- 
genten gegen die x-Achse zu 60°. 
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Beisp. 3. Die Kurve 4. Ordnung 160% — 2ay? — 24% 
+ (x? — 4a’)? = 0 (Beisp. von Cramer) mit den bisher be- 
nutzten Hilfsmitteln zu diskutieren. Die Kurve ist im End- 
lichen geschlossen. 

18. Das „Auflösen“ von Doppelpunkten. Wir wollen 
nun, was wir seinerzeit an der semikubischen Parabel 
machten (Nr. 8), auch an einer Kubik mit Doppelpunkt 
ausführen, nämlich die Gleichungskonstante um ein Ge- 
ringes verändern. Dieses von J. Plücker in seiner Theorie 
der algebraischen Kurven (1839) eingeführte Ver- 
fahren ist von der größten Wichtigkeit zur Erforschung 
der möglichen Gestalten algebraischer Kurven. Für den 
Augenblick nehmen wir wieder die Kubik (D) von S. 24, 
deren Gleichung wir jetzt schreiben wollen 
(L) ye = e (e ete) y e 
und von der wir wissen, daß sie im Punkte y = 0, 
x = e/J3 einen Knoten besitzt. Die Kurve hat für jedes e, 
das jetzt nicht mehr besonders klein zu sein braucht, die 
Form der leicht ausgezogenen Kurve in Fig. 14*). Fügen 
wir jetzt auf der rechten Seite von (L) eine zunächst 
ganz kleine Konstante ô = + 4 additiv bei, so wird 
nach den in Nr. 7 erläuterten Sätzen entweder eine Kurve 
der Art J mit einem einzigen unpaaren Zweig, oder der 
Art Imit einem unendlichenZweigund einem Oval entstehen. 
Wir können auch gleich angeben, für welches Vorzeichen von 
ö das eine oder andere eintreten wird. Denken wir uns 
nämlich in (A) alle Glieder auf die linke Seite gebracht, 
so daß die Gleichung die Form f(x, y) = O hat, so sehen 
wir, daß (für e 0) /(0,0) negativ (= — e?) ist. Für 

) In Fig. 14 ist wie in Fig. 7 = = į gewählt. Wir wollten hier 
nicht ein zu allgemeines Beispiel nehmen, wie etwa (E) von S. 25, 


wo erst eine Bedingung die Form angegeber hätte, noch auch ein 
zu spezielles, wie etwa die Tsehirnhausensche Kubik von S. 11. 
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jeden Punkt xo, Yọ innerhalb der Schleife der Kurve (L) 
ist also (£), %) T O. Uberschreitet man demnach die 
Schleife an irgend einem Punkte, außer am Doppelpunkt 
selbst, so kommt man in ein Gebiet, wo Fl, ) > 0 ist, 
und beim weiteren Überschreiten eines der unendlichen 
Aste in ein Gebiet, wo wieder 
/ F(To, Yo) <0 ist, dasselbe Ge- 
„biet, das man vom Innern der 
Schleife aus beim Uberschrei- 
ten des Doppelpunktes er- 
reicht hätte (vgl. S. 19). Wir 
haben in Fig. 14 die Signie- 
Bee rung durch Schraffierung des 
positiven Gebietes gekenn- 
zeichnet und können nun ohne 
weiteres sagen. daß (immer 
| A für > 0) die Hinzufügung 
A eines positiven ô auf der 
| rechten Seite von (L) eine 
Kurve f(x , y) = o im schraf- 
fierten Gebiete, die Hinzu- 
fügung eines negativen deine 
solche von der Gleichung 
\ FG, y) = —6imnichtschraf- 
N 


J N fierten Gebiete ergeben wird. 
S N ` 


Fe Bem. Es ist interessant, 

weiter zu verfolgen, was aus den 

Kurven der Fig. 14 wird, wenn ôim einen oder anderen Sinne un- 
begrenzt zunimmt. Vorallem bemerkt man, daß die Berührungs- 
punkte der horizontalen Tangenten samt und sonders auf den 
beiden Geraden & = + e 3 liegen. Die Kurven des schraffier- 
ten Gebiets ändern also ihre Gestalt im wesentlichen nicht. 
Das Oval der Kurven des nichtschraffierten Gebietes schrumpft 
aber bei wachsendem ô immer mehr zusammen, bis es sich (für 
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ô 42/33) auf einen isolierten Punkt (x, = —e}3) 
zusammenzieht und schließlich ganz verschwindet. 

19. Ableitung der Grundformen der Kubi ken aus 
Kegelschnitt und Gerade. Sind O = 0 und G = 0 die Glei- 
chungen eines Kegelschnittes und einer Geraden, so stellt 

S ＋ o = 0 
für kleine ô eine Kubik dar, die sich unter Auflösung der 
an den Schnittpunkten von O und G entstandenen Doppel- 
punkte eng an das System der beiden Linien anschmiegt 
(vgl. Fig. 15). Der Leser zeichne sich Figuren dieser Art 


Fig. 15. Fig. 16. 

für alle möglichen Kegelschnitte mit Geraden in allena Lgen. 
Wird O von G nicht reell geschnitten, so entsteht an Stelle 
von G ein auf der einen Seite von G liegender flacher un- 
paarer Zweig mit zwei Wendepunkten, aus ® wird ein 
eventuell parabolisches oder hyperbolisches Oval. 

Ist G, eine weitere Gerade, die aber ® reell schneiden 
soll, so stellt für sehr kleine ô die Gleichung 

DG +ôG = 0 

eine Kubik dar, die wie die Kurve der Fig. 15 die Doppel- 
punkte, die ® mit G bildet, löst, aber außerdem durch die 
Schnittpunkte von ® und G mit G, geht (Fig. 16). Auch 
dieses Verfahren kann mannigfach variiert werden. 


Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 3 
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20. Ableitung der Grundformen der Quartiken aus 
zwei Kegelschnitten. Sind O. = O, O = 0 zwei Ellip- 


Fig. 17. 


sen, die sich in vier reellen Punkten schneiden, so stellt die 
Gleichung i 

O. O ＋ = 0 
eine Quartik dar und zwar ergeben sich hier für verschie- 
dene Vorzeichen von ô verschiedene Formen, je nachdem 
man an den Doppelpunkten „verbindet“ oder „trennt“. 
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Die eine (Fig. 17, J) besteht aus vier getrennten paaren 
Zügen mit je zwei Wendepunkten („Unifolien“), die andere 
(Fig. 17, L) aus einem „Quadrifolium“ mit einem einge- 
schlossenen Oval („Ring- oder Gürtelkurve“). Stellt ©, 
eine weitere Ellipse (Kreis) vor, die aber ganz klein sein 
und nur den einen Schnittpunkt von Oi mit O umschließen 
soll, so gibt die Gleichung 
OI O +69, = 0 

für positives oder negatives kleines ô an den drei anderen 
Schnittpunkten eine „Trennung“ (Fig. 17, II) oder eine 
„Verbindung“ (Fig. 17, IV), so daß entweder eine dreiteilige 
oder eine einteilige Form entsteht. Die erstere besitzt ein 
„Bifolium“ und zwei „Unifolien“, die letztere besteht aus 
einem „Quadrifolium“ allein. Ist der Kegelschnittt O eine 
sehr schmale Ellipse, die zwei Schnittpunkte von OI, ®, 
umschließt, so stellt die Gleichung, gleichgültig ob man an 
den zwei übrigen Schnittpunkten verbindet oder trennt, eine 
aus einem „Unifolium“ und einem „Trifolium“ bestehende, 
zweiteilige Form dar (Fig. 17, V; F. Klein 1876). Indem 
man hier den Kegelschnitten alle Lagen und Formen erteilt, 
lassen sich die mannigfachsten Formen ableiten. Wächst 
ö im Positiven oder Negativen, so verschwinden allmählich 
die Einbuchtungen der „Unifolien“ usw. (beim Trifolium der 
Kurve V schon angedeutet). So können sämtliche Züge zu 
reinen Ovalen werden. Die soeben abgeleiteten und ge- 
zeichneten Formen sind tatsächlich die 5 Grundtypen der 
reellen, singularitätenfreien Quartiken, sofern man nur die 
Anzahl der Züge und der Einbuchtungen in Betracht zieht 
(Zeuthen 1873/74). 


II. Die Beziehungen zum Unendlichfernen. 


21. Einführung eines Koordinatendreiecks. Wir 
wollen zu unseren zwei Koordinatenachsen noch eine weitere 


3* 
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Gerade G dazu nehmen und die Abstände von ihr mit x 
bezeichnen, so daß jeder Punkt P der Ebene durch die drei 
Abstände x, y, * bestimmt ist, die im Innern des von den 
drei Achsen gebildeten Dreiecks positiv sein sollen und im 
übrigen einzeln ihr Zeichen ändern, sobald eine Achse über- 
schritten wird. Diese Abstände x, y, x können aber nicht 
mehr alle drei willkürlich gegeben werden, da schon zwei 
von ihnen den Punkt P festlegen. Sollen also immer alle 
drei Abstände x, y, x vorkommen, so dürfen wir nur ver- 
langen, daß ein Punkt P, den wir bestimmen wollen, drei 
Abstände („Koordinaten“ nennen wir sie ebenfalls) habe, 
die gewissen Zahlen x, , Tə, x, proportional sind, so daß 
aloxz=dr,,y=d2,,x = da, ist. Die Konstruktion des 
Punktes P, wenn etwa 41, Xa, x, als Strecken gegeben 
sind, ist ja aus den Elementen bekannt. i 

Die absoluten Werte von z, y, x müssen, da sie nicht 
unabhängig sind, einer Bedingung genügen. Diese wird 
durch die Lage der Geraden G bestimmt. Hat diese im alten 
Koordinatensystem die Gleichung, die wir in der Hesse- 
schen Normalform annehmen wollen 

G = zcosw + / sino - = O, 

wo p also das Lot auf die Gerade vom Ursprung und w den 
Winkel dieses Lotes mit der positiven æ-Achse bedeutet, so 
erhält man bekanntlich den Abstand eines beliebigen Punktes 
von &, indem man einfach die Koordinaten des Punktes statt 
der laufenden Koordinaten in den Ausdruck Geinsetzt. Wenn 
p den absoluten Wert des Lotes OD (Fig. 18) bedeutet, er- 
geben sich so die Abstände aller Punkte P auf der Seite des 
Anfangspunktes als negativ. Da wir aberz, im Innern des Ko- 
ordinatendreiecks OEF positiv haben wollen, nehmen wir 
(1) x = ( cos + y sinw — p) 
oder 
(1*) gcosa + y sinw pz =p, 
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eine Gleichung, die sich auch direkt durch Projektion des 
Streckenzuges OAPC auf OD oder durch Ansetzen 
des Inhalts von O EF ergäbe. Diese Gleichung (1*) 
oder (1) ist die gewünschte Beziehung zwischen x, y, x. 
Wenn wir nun 6 X 
die Gleichung irgend | 
einer Kurve, die im F 
(£ , y)-System ge- 
geben ist, im (x, y, )- 
System darstellen 
wollen, so ist von 
vornherein zu beach- 
ten, daß die neue 
Gleichung in æ, y, % 
homogen werden 
wird, da sie ja nur 
eine Beziehung zwi- 
schen den Verhältnissen von æ, /, x darstellen kann, nicht 
zwischen deren absoluten Werten. Wir können also wie 
oben setzen 
(2) t= , / Utz, * = az, 
wo jetzt aber die , £a, x, mit den x, y, x variabel sein 
sollen. Indem wir für z den Wert aus (1) nehmen, ergibt sich 
2) = du. y = ga, p = xi cos + 2, sinw + t) 
demnach 


* 


N 
| 


Fig. 18. 


= pt, — 
(3) L, COSO + X sin % A 
DR; 
L ara ＋ 23 
1 9 T La SMO T X3 
Durch diese Substitution kann jede durch eine Gleichung 
in (, y) gegebene Kurve auf das Koordinatendreieck OEF 
bezogen werden, dessen drei Seiten die Gleichungen 


I = 0 , Ta = O 4 = O haben. 
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22. Die rechtwinkligen Koordinaten als Grenzfall 
der Dreiecks koordinaten. Hat nun etwa eine Gerade 
die Gleichung 


(4) T=42r+By+0=0, 
so erhält sie durch die Substitution (3) die in x, , £s, 4 
homogene Form 


2y f4 ı Coso ö sin co 8 
(5) (1+ +(B+ = a + 5% 0. 

Denken wir uns hier mit 9 multipliziert, also statt i. 
Za, X, wieder x, y, & geschrieben und lassen wir p immer 
größer und größer werden, dann werden in den Klammern, 
auch wenn wir dabei den Winkel œw beliebig ändern, die 
zweiten Glieder immer mehr der Null zustreben. Wenn 
man ferner in (1) mit p dividiert, so sieht man, daß 
für p x/p>1 ist), da ja auch x mit p unendlich 
groß wird, sofern nur x, y endlich bleiben. Wir erhalten 
demnach aus (5) für unendlich großes p die Gleichung. 
(4) wieder. 

Diese Tatsache zeigt, daß wir unser rechtwinkeliges 
Koordinatensystem als einen Grenzfall eines Systems von 
Dreieckskoordinaten betrachten können, wenn wir uns die 
dritte Koordinatenseite ins Unendliche gelegt denken. Daß 
diese „unendlich ferne Gerade“ keine Richtung mehr hat, 
daß sie also alle unendlich fernen Punkte enthält, geht 
daraus hervor, daß beim Grenzübergang w beliebig ist. Ja. 
wenn wir wieder unser ursprüngliches, im Endlichen ge- 
legenes Dreieckssystem zugrunde legen, können wir sogar 
die Bedingung in %4, £y. Xg aufstellen, der alle unendlich 
fernen Punkte genügen, d.h. die Gleichung der unendlich 
fernen Geraden. i 


*) Diese bequeme Limes-Bezeichnung wurde in den letzten 
Jahren aus England nach Deutschland eingeführt. 
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Die Gerade T rückt nämlich dann ins Unendliche, 
wenn ihre Abschnitte auf den Achsen, nämlich a = — (A 
und b = — C/B , unendlich groß werden. Dies tritt für 
A=0,B=0ein. Setzen wir aber in (5) A=0,B=0. 
so ergibt sich 
(6) £ COSO ＋ Xa ma n—=0. 

Das ist die gewünschte Gleichung. Daß sie in der Tat 
alle unendlich fernen Punkte der Ebene enthält, sieht man 
aus (3), da x und y nur unendlich werden, wenn (6) er- 
füllt ist. 

23. Homogenisierung kartesischer Gleichungen. 
Suchen wir die Gleichung der unendlich fernen Geraden 
in unserem ursprünglichen (x, -System, so müßten wir 
eigentlich in (4) 4 = 0. B = O setzen. Das ergäbe die 
widersinnige Gleichung C = 0. Aber auch Gleichung (6 
ist widersinnig. Denn nach (1*) ist ja die linke Seite immer 
der Strecke p proportional. Der Widerspruch besteht aber 
eben nur für endliche Werte von x, y bzw. &, Zo, Tg. 
Gleichung (4) kann, wenn A und B Null sind, bloß für un- 
endliche x, / bestehen, da dann die beiden Glieder A x, By 
in der Form 0 - oo erscheinen und zusammen wohl — C 
ergeben können. Ebenso muß man in (1%, nachdem die 
Substitution (2) gemacht und wenn (6) erfüllt ist, nur den 
Proportionalitätsfaktor 9 gleich oo nehmen, damit. rechts 
p herauskommen kann. 

Um nun aber im Falle der rechtwinkligen Koordinaten 
auch mit der unendlich fernen Geraden wie mit einer dritten 
Koordinatenseite rechnen zu können, führt man in die 
kartesischen Gleichungen eine „homogenisierende Variable“ 
4 ein, indem man x durch &, y durch % ersetzt. Dann 
lautet z. B. die Gleichung (4) 

(7) AT ＋ By C == 0 
und für A = 0, B = 0 ergibt sich x = 0 als Gleichung 
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der unendlich fernen Geraden, gerade so, als ob diese 
wirklich die dritte Koordinatenseite wäre. Ahnlich erhält 
man aus xy = k durch Homogenisierung xy = kr? und 
wir können durch Übertragung der Betrachtungen von 
Nr. 12 aus dieser Form sehen, daß die Kurve (Hyperbel) 
von den Achsen z = 0, y = 0 in ihren Schnittpunkten 
mit 2 = O, also im Unendlichen berührt wird. Wir sehen 
ferner, daß die Hyperkel in der Form x2/a? — /b = x? 
mit x = 0 die durch x?/a? — y?/b? gegebenen Schnittpunkte 
hat und wieim vorigen Beispiel, daß dieses Geradenpaar zu 
gleicher Zeit die Asymptoten darstellt, da sich die Gleichung 
in der Form schreiben läßt (x/a + 3 2/00 (xja — yjb) = K. 
In derselben Weise erkennen wir, daß die Asymptoten 
der Ellipse imaginär sind und daß sie beim Kreise 
x? + y2? — 242 = Q lauten x? + y? = 0 . Dieses ima- 
ginäre Geradenpaar (æ + iy) (x — iy) = gibt mit x 

zwei (imaginäre, unendlich ferne) Punkte, die sog. „ima- 
ginären Kreispunkte“, durch die jeder Kreis der Ebene 
geht, weil jede Kreisgleichung durch a = O, z? + y? = 0 
erfüllt ist. 

Bem. 1. Diese unendlich ferne Gerade hat freilich keine 
Realität im physischen Sinne. Aber ihre Einführung und die 
Homogenisierung der Gleichungen erleichtert deren Diskussion 
sehr, wie wir im folgenden noch genugsam sehen werden. Geo- 
metrisch beruht die Einführung einer unendlich fernen Geraden 
darauf, daß bei der Projektion einer Ebene e auf eine andere & 
von einem Punkte A aus (Fig. 19) jede Gerade von e in eine 
Gerade von € übergeht, mit Ausnahme der Geraden G, die durch 
die A enthaltende Parallelebene zu é auf e ausgeschnitten wird. 
Dieser Geraden G entsprechen sämtliche unendlich fernen Punkte 
von é. Andererseits gibt es in é eine Gerade H’, der alle un- 
endlich fernen Punkte von e entsprechen. Diese Ausnahmen 
werden beseitigt, wenn wir die unendlich fernen Punkte vone 
bzw. é als auf einer Geraden H, bzw. G’ liegend annehmen. 
Sind dann OX , O Y unsere rechtwinkeligen Achsen in £, G die 
dritte Koordinatenseite. so gehen diese Geraden in zwei Achsen 
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0 X’, O F/ und die unendlich ferne Gerade von é über, wobei sich 
die Rechtwinkligkeit von OX’, OY” durch geeignete Wahl von 
A leicht erreichen läßt. Die Fig. 19 ist so die geometrische 
Interpretation unserer Formeln (3). 


Fig. 19. 


Bem. 2. Die hier gegebene Einführung der Dreieckskoordi- 
naten ist natürlich sehr spezialisiert. Aber der Leser wird jetzt 
leichter folgendes verstehen). Es seien zwei Ebenen e und é 
gegeben, in e ein rechtwinkeliges (x, -System, in é ein eben- 
solches (, y’)-System. Setzt man nun 


xx + py +y K H y 
, py Ff, . Fr, 
so kann das immer als eine Zentralprojektion, (, Kollineation“) 
geometrisch gedeutet werden. Die y- Achse der Ebene e (x = 0) 
geht dabei in die Gerade & “ Y Y = O von é, die 
x-Achse (/ = 0), in die Gerade a’ x’ + 8’ y’ +y’ = O und die 
unendlich ferne Gerade von e indie Gerade a“ x’ + pP” . == 
über. Nimmt man nun aber in é diese drei Geraden als Koor- 
dinatenachsen x, =0,%,=0,2, = O, so lautet die Gleichung 
der Projektion irgendeiner Kurve (C, , z) = O, wenn man 
sie auf dieses Koordinatendreieck bezieht, einfach f (xi, £a, 2,) = 0. 
Man wird also die Dreieckskoordinaten besonders dann verwen- 


) Bezüglich genauerer Ausführungen sei auf K. Doehlemanns 
Geom. Transformationen, I. Teil, Smmig. Schubert XVII, Leipzig, 
Göschen, 1902, verwiesen. 
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den, wenn es sich um die Untersuchung von Eigenschaften han- 
delt, die „ projektiv“ sind, d. h. bei einer Zentralprojektion er- 
halten bleiben. Schreiben wir z. B. z, z, = bg statt ry = b 
indem wir irgend ein Dreieck zugrunde legen, so stellt diese 
Gleichung keine Hyperbel mehr vor, ja wir können ohne genaue 
Festlegung der drei Koordinatenseiten gegen das ursprüngliche 
System gar nicht angegeben. was für eine Art Kegelschnitt es 
ist. Aus der Form der Gleichung sehen wir aber, daß der 
Kegelschnitt die Achsen z, = 0 und ,=0 berührt. und 
zwar in den Schnittpunkten mit 2 = 0, d. h. in zwei Koor- 
dinatenecken. Und lassen wir E variieren. so haben wir eine 
Schar sich doppelt berührender Kegelschnitte (vgl. Nr. 12). 

24. Die allgemeine Kubik mit Spitze. Betrachten 
wir nun die Kubik 
6) sir = ia}, 
die auf ein beliebiges Dreieck bezogen sei, so sehen wir, 
daß sie durch die Ecken æ&1 = O, z; = O und à2 = Ù, 
z, = 0 geht, und zwar durch die erste so, wie sich die 
semikubische Parabel y? = å im Anfangspunkt, durch 
die zweite so, wie sich die kubische Parabel y = 4x? dort 
verhält (s. Nr. 13). Die Kubik (8) hat also im ersten Punkt 
eine Spitze mit x, = 0 als Tangente, im zweiten einen 
Wendepunkt mit x, = 0 als Tangente. Da in jeder Ecke 
die dritte Koordinate konstant ist, so kann man nämlich 
auf jede Koordinatenecke den Satz über die Tangenten 
des Anfangspunktes (Nr. 16) ohne weiteres anwenden, wenn 
man für den Augenblick die betreffende dritte Koordinate 
etwa gleich 1 setzt, so wie man sich in der Gleichung (G) 
von Nr. 16 x = 1 gesetzt denken kann (vgl. Nr. 26). 

Schreiben wir nun wieder die Gleichungen der kubischen 
und der semikubischen Parabel in ihren ursprünglichen 
Formen, fügen aber die homogenisierende Variahle x bei, 
so lauten sie 

J d, Yamin, 

und wir sehen, daß sie auseinander hervorgehen. wenn 
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man nur die æ-Achse (y = O) und die unendlich ferne 
Gerade (z = 0) vertauscht. Die beiden Kurven sind also 
zueinander projektiv, und zwar hat die kubische Parabel 
im unendlich fernen Punkt der y-Achse eine Spitze, die 
semikubische Parabel in demselben Punkt einen Wende- 
punkt. Tangente (dreipunktig berührend) ist in beiden 
Fällen die unendlich ferne Gerade. 

Beisp. Um uns von einer Kurve der allgemeinen Form (8) 
eine Vorstellung zu machen, setzen wir etwa 

da, =y; U = +y—-1; fg ; i=2. 

Dann haben wir die Gleichung 
(A) Yıae+y-1)=2r°. 

Wir wissen, daß die dargestellte Kubik im Anfangspunkt 
eine Spitze mit der x-Achse als Tangente hat, im Schnittpunkt 
von Xy = O mit der y-Achse einen Wendepunkt mit x, = O als 
Tangente. Um eine genauere Vorstellung von der Kurve zu 
erhalten, suchen wir die unendlich fernen Punkte, indem wirin 
(A) homogenisieren (statt 1 in der Klammer z schreiben) und 
dann z = O setzen. Wir erhalten so 

5 ＋ 9 — 2 0 

Durch Probieren findet man den Faktor y — x der linken 

Seite und dann die Zerlegung 
(y — x) (y? + 2 +20) =0. 

Der zweite Faktor gibt eine 
imaginäre Zerlegung. Die Kurve 
hat also nur einen reellen un- 
endlich fernen Punkt in der 
Richtung der ersten Winkel- 
halbierenden y = x. Hierdurch 
läßt sich schon die bisher offene 
Frage entscheiden, ob die Spitze 
der Kurve nach rechts oder links 
weist (Fig. 20). Sie muß nach 
rechts weisen, weil sonst die 
Kurve eine Gestalt haben 
müßte, daß eine Gerade sie in 
5 Punkten schneiden könnte. Fig. 20 
Das ist bei Kurvendiskus- 
sionen ein Gesichtspunkt, den man nie außer acht lassen darf. 
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Da dem Leser der Begriff der Asymptote von der Hyperbel 
her bekannt ist, wollen wir gleich mittels der einfachen Methode, 
die man auch in der Differentialrechnung lernt, die Asymptote 
der Kurve bestimmen. Wir setzen nämlich y=x-+6ö in die 
Kurvengleichung ein und suchen ô so zu bestimmen, daß zwei 
Schnittpunkte ins Unendliche fallen, daß also die Gerade die 
Kurve dort berührt. Die Substitution ergibt die Gleichung 

(x + 62)? (2x +63 - 2) = 2, 
wobei gleichzeitig homogenisiert wurde. Entwickelt man links, 
so sieht man gleich, daß sich 2x? hebt, worauf der Faktor z 
heraustritt. Dieser Faktor deutet den einen Schnittpunkt im 
Unendlichen an. Nach seiner Abscheidung hat man die Glei- 
chung 

15656 — 1) T 220 — 1) 2286 — 1) 0, 
Nehmen wir nun 5 — 1 = 0, also ô = , so tritt noch ein- 
mal der Faktor z heraus und die Gerade y = ͤ + # ergibt sich 
als Asymptote. Den einen weiteren Schnittpunkt mit der 
Kurve gibt ebenfalls die vorhergehende Gleichung, wenn wir 
in allen Gliedern ö = # setzen. Man erhält x = — ,,y = „5. 
Zur genaueren Bestimmung kann man noch Anhaltspunkte 
suchen für die senkrechten und wagrechten Tangenten. Es gibt 
nur eine senkrechte Tangente, deren Berührungspunkt (x, , Ya) auf 
der Geraden 2 + 3y — 2 = 0 liegt (x = —0,72, % = 1,14) 
und zwei wagrechte, für deren Berührungspunktey = +x]6 ist 
(x, = 032, y, = 0,78; * = 0.6, ½ = 1,5). Ferner kann 
man Gleichung (A) auch auf die Form bringen 

YU — 1) = —æly % — 22). 
Die Kubik geht also durch die Schnittpunkte von y = 1 und 
dem Geradenpaar y = —xY2(x = —0,71). Das alles reicht 
längst hin, um die Kurve richtig zu zeichnen. 

25. Kubiken ohne Asymptote. Es wäre vergebliche 
Mühe, bei der kubischen oder semikubischen Parabel 
(ähnlich wie bei der gemeinen Parabel), nach Asym- 
ptoten zu suchen, da ja die unendlich ferne Gerade selbst 
Tangente ist in dem einen unendlich fernen Punkt, der 
als dreifacher Berührungspunkt zählt. Wir werden in Zu- 
kunft öfters in die Lage kommen zu sagen, die und die 
Kurve habe die unendlich ferne Gerade zur einfachen 
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Tangente, zur Wende- oder Spitzentangente in einer be- 
stimmten Richtung. Die Zweige werden dann immer in 
der Art wie bei der gewöhnlichen, bei der kubischen oder 
semikubischen Parabel ins Unendliche streben. Wie 2. B. 


Fig. 21. 


aus der Kurve (A) der vorigen Nummer die kubische Para- 

bel durch Zentralprojektion hervorgeht, haben wir in Fig. 21, 

die für sich selbst sprechen mag, darzustellen versucht. 
Bem. Newton hat in seiner Enumeratio (siehe S. 6) 

zuerst den Satz aufgestellt, jede Kubik könne so projiziert 

werden, daß ihre Gleichung in der Form erscheint 

(B) y? I + Ar? + Be + 0). 
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Homogenisieren wir die Gleichung, so lautet sie 
% — 44 + BY Z ＋ Ca- z 

Demnach ist der unendlich ferne Punkt der y-Achse Wende- 
punkt mit der unendlich fernen Geraden als Tangente. Die 
Kurven (B) gehen daher, da sie außerdem symmetrisch gegen 
die x-Achse sind, alle wie die semikubische Parabel / = A 
ins Unendliche und haben infolgedessen den gemeinsamen Namen 
„divergierende Parabeln“ erhalten. Wenn man die rechte Seite 
von (B) zerlegt, kann man schreiben 
(B*) ? = A(x — x)(x = f)(x — 7) . 

Wir kennen die Kurvenformen, die sich aus (B*) durch Varia- 
tion von «, 6, y ergeben, schon alle und wollen hier nur die 
5 Typen zusammenstellen, die Newton bereits angab (A O): 

I. ß Ty (alle reell); unendlicher Zug mit Oval 
(vgl. Fig. 7, S. 20). 5 

II. a = I; unendlicher Zug mit isoliertem Punkt 
(vgl. Nr. 15). Fig. 4, S. 11). 

III. a <£ = y; Form mit Doppelpunkt (vgl. Fig. 7 und 

IV. x = f = y; Form mit Spitze (vgl. Fig. 2, S. 7). 

V. œ und 5 konjugiert imaginär; unendlicher Ast allein 
vgl. Fig. 5, S. 16 u. Fig. 6, S. 19). 

Auch ohne nähere Kenntnisse der Theorie der Kurven 
3. Ordg. kann man die Möglichkeit der Transformation einer 
ganz allgemeinen Gleichung in die Form (B) erkennen. Es ist 
nur vorauszusetzen, daß die Kurve einen Wendepunkt hat. 
Man transformiert dann so, daß die Wendetangente zu z = 0 und 
eine beliebige Gerade durch den Wendepunkt zu x = O wird. 
Dadurch kommen die Glieder mit /, xy? und y? zum Fort- 
fall. Jetzt ist nur noch y = o £’ + oy’ + TZz’(£ = x’, z= z’) 
zu setzen und g, 6, so zu bestimmen, daß auch die Glieder 
mit xyz und y2° verschwinden. 

26. Allgemeine Behandiung der Asymptoten. Unsere 
bisherigen gelegentlichen Bemerkungen über das Verhalten 
der Kurven im Unendlichen wollen wir nun in etwas all- 
gemeinerer Art zusammenfassen und die verschiedenen 
Vorkommnisse mit Beispielen belegen. Schreiben wir die 
Gleichung (G) von Nr. 16 homogenisiert, so lautet sie 
1) OGH, y. a) = 1% + 2% &; N. A TE 
+ Un-1 (z, 50 * ＋ un, y) = 0, 
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wobei die (x. y) homogene Ausdrücke in x, / vom 


zten Grade sind. Setzt man in (1) x = O, so erhält man 
nach Division der Gleichung mit dem Koeffizienten von 
y” aus 


2) y) = (y — Amy — 222) . . - (Y — An) = 0 
die n Richtungen der unendlich fernen Punkte der Kurve. 
Dabei können beliebig viele 4; gleich O oder gleich oo sein 
in welch letzterem Falle der betreffende Faktor einfach 
die Form g hat) und auch beliebig viele I., A, gleich sein. 
Auf alle Fälle sind es u Faktoren. Indem man alle übrigen 
Glieder zusammenfaßt, kann man statt Gleichung (1) 
schreiben 
(3) * D(z, Y, ) un, ) = O, 
die gemäß Nr. 10 aussagt, daß die Kurve (3) durchdie Schnitt- 
punkte jeder einzelnen der durch u„(x, y) = 0 dargestell- 
ten Geraden mit x = 0 geht. Die einzelnen Faktoren stellen 
daher, wenn wir jetzt vielfache Faktoren ausschließen, nur 
Parallel zuden Asymptoten durch den Anfangspunktgehende 
Gerade, aber nicht jene selbst dar. Haben nun die Asym- 
Ptoten Gleichungen der Art y — 4x2 cr = 0, so ist das 
Produkt 
% — J + oi) % — Ist > ôx). - . (/ — Au + on) 
(4) a Unlz, y) 7 [ô; Unt, y) + G2 eng) &, y) + ne 
I oͤn ene (E, 7 * ＋ Olz, Y, * * 

Hierin soll v,.(x, y) das Produkt u(x, y) ohne den 
Faktor y— i bedeuten. In dem letzten Glied 
O(s, y, x)-2 sind alle Glieder zusammengefaßt, die 
eine höhere Potenz von æ als die erste enthalten. Die 
Gleichung (3) kann aber dann geschrieben werden 
OY, y, 2) 2? + (y — Art ôa) ly — hr + dr)... 
(5) i a 

= % — In + On) = 0 

(vgl. Nr. 12), wobei (CHF, y, x) den Ausdruck O(x, y, ) 
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als Summanden enthält. Nach Nr. 12 charakterisiert 
Gleichung (5) jede Gerade! y — A + ôx = 0 als Tan- 
gente der Kurve im Schnittpunkt mit x x= 0, also als 
Asymptote. Aus Gle Aahung (5) ergibt sich aber ferner, daß 
(6) Ö AC) UIT Ef Ôn Unm) (E; y) =u n- 108. y). 
Denn außer dem in (4) mit der eckigen Klammer be- 
hafteten Glied können weitere in x lineare Glieder in (5) 
nicht auftreten. Vergegenwärtigen wir uns nun die Be- 
deutung von ½% ; Y), so sehen wir, daß 
Be un 1 Y) ô, ! 02 1 m 
eee eee 
D. E die Partialbruchzerlegung von 21 (£, / u (2 Y) 
liefert mit einem Schlag sämtliche Ergänzungsglieder oi 
Ög 2... On der Asymptotengleichungen. 
Beisp. Die Kurve (Trisektrix von de Longchamps) 
(A) (3% — *) + a(x? + % = 
hat drei reelle Asymptoten. Man erhält 
* + y? À á & 
713 T 9713 — 
(By? — z?) + A (273 — a? )+ Kaya) 
2037 — a?) 
Die Koeffizientenvergleichung*) in den Zählern ergibt die 
drei Gleichungen 
K X = 0; 3K = 
und hieraus À = }, K = —; 
ptoten lauten 
2 4. 34 O; 9% ＋ KH 3% 0. 
Bildet man das Produkt der Asymptoten und sucht die Glieder, 


die zur Wiederherstellung von Gleichung (A) dienen, so findet 
man. wenn man homogenisiert, 


(A*) (z + 309) 37% — (z — 3 20] + as = O 
Es sind also diesmal nicht bloß alle Glieder mit z, sondern 
auch alle mit 25 in das Asymptotenprodukt geschlüpft. Die Asym- 


*) Natürlich kann man die Zähler auch direkt bestimmen. Vgl. 
z.B. Bauers Algebra, 2. Aufl., Leipzig, Teubner, 1910, S.39. 


-{+3=1 
so d daß die drei Asym- 
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ptoten berühren sämtliche in Wendepunkten, sie sind,, Wende- 
asymptoten“ (Fig. 22). Wie das aussehen muß, kann man sich 
von vornherein versinnlichen, wenn man sich den dritten Schnitt- 
punkt einer Asymptote mit 
der Kurve ins Unendliche rük- 
kend denkt. Der unendliche 
Zweig gelangt eben dann voll- 
ständig auf die eine Seite der 
Asymptote. 

Das einfachste Beispiel 
hierfür gibt die „kubische Hy- 
perbel“ mit der Gleichung 
xz’y = åz? die ebenfalls eine 
Projektion’ der Kurve (8) von 
Nr. 24 ist. Sie hat die æ-Achse 
zur Wendeasymptote, und 
außerdem liegt auch die Spitze 
im Unendlichen (Spitzen-Tan- 
gente x = O; Fig. 23). 

Die Asymptoten der Kur- 
ve (A) bilden ein gleichseitiges 
Dreieck. In der Tat ist die 
Trisektrix von de Long- 
champs dreifach symme- 
trisch, wie besonders aus der 
Gleichung in Polarkoordinaten 
o = cos 30, die für 6, 120° 
und # + 240° immer dasselbe 
o ergibt, ersichtlich 
ist. Im Anfangspunkt 
hat sie einen isolierten 
Punkt mit „ isotro- 
pen“ Tangenten (die me 
nach den imaginären Kreispunkten gehen). Sie gehört zum 
Typus II von Nr. 25. 

27. Bestimmung einzelner Asymptoten. Häufig hat 
man nur eine Asymptote zu bestimmen, da die anderen 
imaginär sind. Dann ist das Verfahren der Partialbruch- 
zerlegung zu umständlich. Auch die Methode, die wir im 


Beisp. von Nr. 24 angewendet haben, ist nicht sehr empfeh- 
Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 4 
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lenswert. Hingegen findet in diesem Falle (übrigensauch im 
Falle mehrerer Asymptoten) die Regel der Bem. 1 von S. 30 
bequeme Anwendung. Denn ist nur die Gleichung in der 
Form geschrieben 

(S) x- S , + Y — - , = 0, 

so ergibt sich die Tangente in dem Punkte y = A, = 0 
Sofort als 

(9) z- (1, A O) ＋ - - %, % = 0. 

Beisp. 1. Schreibt man die Gleichung der Kurve (A) des 

Beisp. von Nr. 24 in der Form 
ya + 2 ＋. 2 — yz =0, 
so hat man für die Asymptote ohne weiteres die Gleichung 
Yy-1?+2-1-1+2-9) -1z=0 
oder y = x + } 

Beisp. 2. Die Maclaurinsche Trisektrix (s. S. 11) läßt 
schon durch ihre Gleichung (= + 3az)(x? + y?) = 4a?z? die 
Gerade x = — 3a als Wendeasymptote erkennen. Eine gewöhn- 
liche Asymptote wäre hier auch wegen der Symmetrie zur z-Achse 
nicht möglich. Auch die beiden isotropen Geraden y = ＋ 
(vgl. S. 49) sind Wendeasymptoten. Dieses gänzlich andere 
Verhalten im Unendlichen ist natürlich die Ursache, daß die 
Kurve nicht auf die Gleichungsform der divergierenden Parabeln 
gebracht werden kann (vgl. Bem. 2 v. Nr. 14). 

Beisp. 3. Es sei ein Kreis vom Durchmesser O 0’ = 2r ge- 
geben und in O“ die Tangente an den Kreis gelegt. Irgend eine 
Sekante durch O schneide den Kreis in 4, die Tangente i in B. 
Macht man auf dieser Sekante immer OP = AB, so beschreibt 
P die bekannte Kissoide des Diokles (wahrsch. 2. J hrh. v. Chr.). 
Gleichung ( + %) = 27 %. Spitze im Ursprung, die Tan- 
gente des Kreises in O” ist Wendeasymptote. 

28. Berührung einer Kurve durch die unendlich ferne 
Gerade. Wenn die Asymptotenrichtung die einer Koordi- 
natenachse (z.B. y = 0) ist, so findet man die Asymptote 
selbst am allereinfachsten, indem man die Tangente in jener 
unendlichfernen Koordinatenecke mittels der niedrigsten 
Glieder (z.B. in x, x) bestimmt. Dies ist besonders auch 
dann zu empfehlen, wenn eine höhere Potenz von x oder 
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in dem Aggregat u„(z, y) als Faktor auftritt. Ist u (, y) 
allgemeiner von der Form (y — A) ungs, y), so daß 
also die Gleichung geschrieben werden kann 

10) OGC, y, ) * (z, y, x) 

+ At. Taz, y) = 0 
und ist & zunächst gleich 2, so wissen wir schon aus 
dem Satz von Nr. 12, daß in diesem Falle die Kurve C von 
x = in dem Punkte, der in der Richtung y = 4; x liegt, 
einfach (zweipunktig) berührt wird, während im Falle 
k=3 die unendlich ferne Gerade Wendetangente ist. 
Im ersteren Falle hat die Kurve also einen Zweig, der 
wie eine gewöhnliche Parabel ins Unendliche strebt, im 
zweiten verlaufen zwei Äste wie die der semikubischen 
Parabel. Über die höheren Fälle dieser Art werden wir 
in Nr. 54 sprechen. Daß in jedem solchen Falle, sofern 
nur Ø nicht x als Faktor enthält, wirklich nur = 0 
die alleinige Tangente im unendlichfernen Punkte ist, 
kann man für ein beliebiges k beweisen, indem man eine 
Koordinatenachse mit der Geraden y — 4; = 0 zusammen- 
fallen läßt. Die Transformation y ;x=E&,y= noder 
u = Ņ — E, y = y läßt nun aus der Gleichung (10) die 
folgende entstehen 
(1) z- P(E, , % L E. Fi- GE, ) = 0. 

In dem Ausdruck & der Gleichung (10) muß nun aber 
mindestens ein Glied (a —1)ter Dimension in x, y enthal- 
ten sein, da sonst x in einer höheren Potenz herausgestellt 
werden könnte. Sei dies Glied etwa y*x”-*-1, so wird aus 
ihm durch die angedeutete Transformation 7*(n n 1. 
so daß also in dem Ausdruck S“ der Gleichung (11) immer 
ein Glied mit n- vorkommt. Da man nun, um die Tangente 
in der Ecke = 0, x = 0 zu bestimmen, die niedrigsten 
Glieder in &, x suchen muß, so geben diese in (11) nur z, 
da sie offenbar als Faktoren der höchsten Potenz von 7 


4* 
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auftreten, die 7%! ist, em Glied mit un- 1 f (für k> 1) 
aber nicht vorkommt. Die Kurve hat in dem Punkte S = 0. 
x = Q (für k> 2) eine reine „Liniensingularität“. 

Beisp. 1. Die Gleichung der Quartik vom Beisp. 3 d. Nr. 13 
läßt sich schreiben z (atz? — 2a?z’z — 4a y?) + zt = 0. Die 
Kurve hat also in der Richtung von v = 0 alle 4 unendlichfernen 
Punkte vereinigt. Das (höchste) Glied in y hat die Potenz y° 
und den Faktor z allein. Also ist= = O die einzige Tangente die- 
ses unendlich fernen Punktes. Über seine Art sehe man Nr. 52. 

Beisp. 2. Die Kubik 


W e 20% 4 C eyt) 0 
bat einen isolierten Punkt im Ursprung. Die unendlich fernen 
Punkte liegen in den Richtungen y = —z und y = 2 r. Die 


eine einfache Asymptote läßt sich nach der Methode von Nr. 27 
sofort als 9 (y — 2x) + Ta = 0 aus der Gleichung (A) ablesen. 
Nun setzen wir y + x = S, y = j oder also z S — 7, Y =). 
Dann wird die Gleichung, wenn wir noch z einführen, 

(A*) E (37 — 25) + az (È — én =. 

Die Gleichung ist jetzt auf ein System von schiefwinke- 
ligen Achsen bezogen. Wie eine Zeichnung lehrt, laufen aber 
nur die & parallel zur Achse 7 = O, die 7 bilden mit der Achse 
5=0 einen Winkel von 45° (stehen senkrecht auf = O). Wir 
hätten y = nY2 setzen müssen, um einen richtigen Übergang 
zu den gewöhnlichen schiefwinkligen Koordinaten zu erhalten. 
Diese Konstantenbestimmung ist aber für unsere Zwecke über- 
flüssig. Wir fassen die 3. / zusammen mit z als Dreieckskoor- 
dinaten auf und lassen die Frage nach den Konstanten, mit denen 
etwa die senkrechten Abstände eines Punktes von den Achsen 
5=0,»7=0 multipliziert werden müßten, offen. Die Ver- 
änderung dieser Konstanten beeinflußt nämlich nur die Maß- 
stäbe. Für das (projektive) Verhalten im Unendlichen und daher 
für die Bestimmung der Tangenten ist die Größe dieser Kon- 
stanten belanglos, zumal wir wieder ebenso zurücktransformieren. 

Nachdem diese Betrachtung ein für allemal gemacht ist, 
sehen wir, daß (A“) im Punkte = O. z = 0 die Tangente 
z = 0 hat (Faktor des Gliedes a 7). Wenn man nun aber eine 
Parabel angeben könnte, die ebenso ins Unendliche geht, wie 
die Kurve selbst, so hätte man einen weit besseren Anhalts- 
punkt für deren Verlauf. 
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Eine solche Parabel hat jedenfalls die Gleichung y = 45° 


Setzen wir in der Tat 7 = AS? in (A*) ein, so ergibt sich (für 
z = 1) die Gleichung 
1) 834 NY N41 = L 0 


Diese Gleichung gibt die Abszissen der Schnittpunkte 
beider Kurven, von denen zwei in den Anfangspunkt fallen. 
Sie ist aber nur vierten statt sechsten Grades. Das zeigt an. 
daß zwei Werte von £ unendlich groß sind. Jede Parabel 4 * 4552 
berührt also die Kubik im Unendlichen. Bestimmen wir aber 
7 50, daß auch der Koeffizient von & verschwindet, setzen also 
34 Ta = 0, J demnach, da} = 0 auszuschließen ist, gleich 
—3/, 80 fällt noch ein weiterer Schnittpunkt ins Unendliche. 
Die Parabel an = - 32 oder 
(II) 3@+y’+ay=0 
oskuliert also unsere Kubik im Unendlichen. Sie ist in Fig. 24 
gezeichnet. Gleichung (T) 
gibt, nach Division mit 
und Einsetzung von 
¿ = —3/a , die Abszisse 
4 für den sechsten 
Schnittpunkt der Parabel 
mit der Kubik. Das führt zu 
den Koordinaten x, = 2a, 
Yo = —3@. Der Punkt fand 
auf der Figur nicht mehr 
Platz. 

Da eine Parabel durch 
4 Punkte bestimmt ist, kann 
man in jedem Punkte einer 
Kurve eine Parabel ange- 
ben, die dort vierpunktig 
berührt. Versuchen wir das 
in unserem Falle zu machen, 
so brauchen wir der Parabel- 
gleichung nur ein in 5 lineares Glied beizufügen, die Gleichung 
also etwa zu schreiben $° + Lan + fé, diese zu multiplizieren 
mit der Gleichung der Asymptote und das Produkt mit (A*) zu 
vergleichen. 

Es ergibt sich, daß man (A) in der Form schreiben kann 
(49935 — 25 + Ba) (£ + 4an gas) — rra (3n — £) = 0, 
was für (A) die Form ergibt 


Fig. 4. 
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(/ — 2 + zaz) [(z + y + 2 (22% — H 
(A* 4 — 442 (27% — a = 0. 
Diese Form ist in r geschrieben 
Pp -B O. 

Die Asymptote Y zeigt sich demgemäß als Tangente eines 
Punktes von z = 0 , die Parabel P berührt die Kubik in allen 
Punkten, wo sie von z = 0 geschnitten wird. Da die beiden 
Schnittpunkte aber selbst zusammenfallen, wird die Berührung 
mit der Kubik vierpunktig. Außerdem erhält man jetzt noch 
durch A = 0, B = Q0 die Koordinaten des Schnittpunktes der 
Kurve mit der Asymptote z = Ha, y = „ra. _ . 

29. Vielfacher Punkt im Unendliehen. Wenn in 
der Gleichung einer Kurve C nicht bloß in dem Aggregate 
un(x, y) der Faktor (y — Ir r) heraustritt (5 > 1), son- 
dern auch in dem Restteil der Gleichung x noch in einer 
höheren als der ersten Potenz vor die Klammer gesetzt 
werden kann, so hat die Kurve in dem unendlich fernen 
Punkte der Richtung y = I & einen vielfachen Punkt. 
Die Gleichung der Kurve hat dann die Form 


de) CE y O a. Duty, a) 
Fy A Fa * . y) = 

Wir wollen hier nur den Fall näher ins Auge 1 5 
daß u = ist. Wir verlegen dann wieder eine Ecke des 
Koordinatensystems in den en Punkt, indem wir 
A E, also u = n — , = setzen. Unsere 
Gleichung erhalt dann die 1 8 
(120 GE, , a Di E, I, -E, ) = 0 

Die Tangenten des Punktes E = 0, z = 0 Sen 
sich nun als die Koeffizienten der höchsten Glieder in 7. 
Nun sind sowohl in ©’, als in J Glieder der Art 2 
vorhanden (vgl. Nr. 28). Man erhält demnach die Gleichung 
des Tangentensystems für den vielfachen Punkt, indem 
man in (12*)in den Ausdrücken &“ und Y” £ = 05 1 2 0 


) Hier ist der Faktor i; bei z natürlich wesentlich. 
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und „=1 setzt. Das führt zu demselben Ergebnis, als 
wenn man in den ursprünglichen Ausdrücken S und Y 
em, = 0 und dann g = 1 gesetzt hätte. Nennen 
wir das Resultat dieser Substitution So und 7, , so lautet 
also die Gleichung des Tangentensystems 

(13) * CO ＋ (/ — Ad = 0. 

Diese Gleichung stellt & parallele Tangenten mit der 
Gleichungsform y — ł; x + ô = 0(j=1,2,...k) dar. Wir 
haben also einen k-fachen Punkt in der Richtung y = . 
Der Leser wird bemerken, daß die Art der Gewinnung des 
Tangentensystems (13) aus der Kurvengleichung (12) (für 
u = k) dieselbe ist, als ob der vielfache Punkt im Endlichen 
läge (vgl. Nr. 16). Der dort gegebene Beweis war aber nur 
für endliche Punkte gültig. 

Man wird sofort bemerken, daß (12) (für u = k) nicht 
die allgemeinste Form eines k-fachen Punktes ergibt, da 
die Gleichung (13) ja höchstens zwei reelle Faktoren besitzt. 
Indem wir die allgemeinste Gleichungsform für einen un- 
endlich fernen Doppelpunkt angeben, wird sich der Leser 
die Form für den k-fachen Punkt leicht selbst herstellen. 
Nach Nr. 17 hat eine Kurve im Punkte (y = åz, z = 0) 
einen Doppelpunkt, wenn ihre Gleichung die Form hat 


(14) a? n-2(@, Y, ) + z(y — Az) Ta-, y) 

; + (y — 22)? Xn-2@, ) = O 

Der homogene Ausdruck u„_ı muß demnach den 
Faktor y — 4x haben und darf nicht ganz fehlen wie das 
für k = 2 in (12*) der Fall wäre. Für das Tangentenpaar 
(bzw. Tangentensystem) gilt ebenso wie beim endlichen 
Doppelpunkt (bzw. k-fachen Punkt), daß nur die Koordi- 
naten des betreffenden (hier unendlich fernen) Punktes in 
die Ausdrücke Ø, W, X einzusetzen sind. Natürlich kann 
der unendlich ferne vielfache Punkt auch isoliert sein. 
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Bezüglich der Fälle u = k sei auf S. 121 verwiesen. 
Beisp. 1. Die „Kreuzkurve‘ mit der Gleichung 
(A) * y? = (a° y? + b? 2 
hat im Anfangspunkt einen isolierten Punkt und in den unend- 
lich fernen Punkten der Achsen (x = 0 , z = 0 und y = 0, 2 = 0) 
Doppelpunkte. Die Tangentenpaare findet man, indem man 
in der Gleichung einmal y = 1, das andere Mal x = 1 setzt und 
dann jedesmal die niedrigsten Glieder nimmt. Es ergeben sich 
hiernach die parallelen Asymptotenpaare x = +a, y = +b. 
Man sieht leicht, daß keine dieser Asymptoten die Kurve an- 
derswo außer in dem betreffenden Doppelpunkt schneidet. Dies 
kommt davon her, daß, wie Fig. 25 zeigt, jede Asymptote 
1 1 


Fig. 25. Fig. 26. 


Wendeasymptote ist. Also hat sie mit der Kurve drei Schnitt- 
punkte und wegen des durchgehenden zweiten Zweiges einen 
weiteren Schnittpunkt. Aber auch jede der beiden Geraden 
ay+ biz = O schneidet die Kurve nur im Anfangspunkt. Da- 
her hat auch jeder der beiden (imaginären) Kurvenzweige des 
Anfangspunktes einen Wendepunkt in dem letzteren. Alle 
drei Doppelpunkte sind „Inflexionsknoten“. 

Beisp. 2. Wie ein solcher Inflexionsknoten im Endlichen 
aussieht, kann man an der Kurve N 
(B) gy? = (a y? — b? 2) 22 
sehen, die, Kohlenspitzenkurve“ genannt wurde (Fig. 26). Die 
Gleichung (B) entsteht aus (A) einfach, indem man dort z = z” a, 
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* = y = y’ setzt und die Striche wieder wegläßt. Die Kur- 
ven (B) und (A)sind also zueinander projektiv. Der isolierte In- 
flexionsknoten liegt hier in dem unendlich fernen Punkte = 0, 
z=0. 

Bean 3. Als drittes Beispiel diene die Kurve 
(C) y? — (Zay a + a@æyz— 24% = 
Die Gleichung hat die Form / — Az = O; aber es wäre ver- 
fehlt, hieraus auf eineSpitzezu schließen (vgl. Nr. 13). Man könnte 
die Gleichung auch ohne weiteres in die Form By + 2a? z? = 0 
bringen, was dann eine Spitze in demselben Punktey=0,2=0, 
aber in anderer Lage anzeigen könnte. Der Schluß ist deswegen 
nicht bindend, weil sowohl A = 0 als B = 0 durch denselben 
Punkt / = O, 2 = 0 erfüllt werden. Was man aus den ange- 
gebenendleichungsformen 
mit Sicherheit sehen 
kann, ist nur, daß so- 

Wohl / =0 als 2 = 0 die 

Kurve in drei zusammen- 

fallenden Punkten schnei- 

den. Das ist aber auch 

dann der Fall, wenn 

y=0,2=0 die beiden j 

Tangenten eines Knotens u. 

sind. In der Tat ergibt das einzige Glied zweiter Dimension in y , 
z das Tangentenpaar /: = O für den fraglichen Punkt (vgl. Fig. 27). 
Die Kurve wurde von N ewton, Tridens“ genannt und ist die erste 
höhere Kurve die durch eine Gleichung in x, y (natürlich noch 
ohne z) dargestellt wurde (Descartes, La Geometrie 1637). 

Beisp. 4. w? y t22 + eyte 2y —-1=0, 

Parallele Asymptoten (z — 1) (& ＋ 2) = 0. S. des Verf. 
Alg. K. S. 102/3. 

Beisp. 5. 2% — 4/ 4 — 12 00 

Parallele Asymptoten x = +2. A. K. S. 104. 

30. Zirkulare Kubiken. Es kommt sehr häufig vor, 
insbesondere bei Kurven mit besonderen metrischen Eigen- 
schaften, daß sie durch die imaginären Kreispunkte (s.S.40) 
gehen. Haben die Kurven eine reelle Gleichung, wie wir 


ee *) 2. 1% 5 (C) ist die von Descartes benutzte Gleichungsform 
vg 
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immer annehmen, so kann dies nur eintreten, wenn beide 
Kreispunkte gleich oft in Betracht kommen. Die Kurve 
hat dann Asymptoten, deren Gleichungen die Form haben 
y = +ix T ô und das Aggregat u (P, y) enthält den 
Faktor 22 + y?, oder (x? + y?)? usw. Die Kurven heißen 
„zirkular“, „bizirkular“ usw. So lautet 2. B. die allgemeine 
Gleichung einer zirkularen Kubik 
(1) (2? + y?) y — Ar) + A + Bry 
+ Cy + D EY F = O 
Denkt man sich den Anfangspunkt in den Schnittpunkt 
ler beiden imaginären Asymptoten verlegt und ist y — A 
+6= 0 die Gleichung der dritten Asymptote, so geht 
nach Nr. 26 Gleichung (1) über in 
(2) (2 + ½ (% — J ＋ &) + axt pytyn. 
Diese Gleichung kann man sofort auch, und zwar bei 
beliebigem r, überführen in 
(8) ( +y? — r?) (y — A — ô+ e+ pyty =. 
wie eine Koeffizientenvergleichung ergibt. Jeder Kreis 
* + y2? = r? berührt nämlich beide imaginären Asym- 
ptoten von (2) und damit die Kurve selbst in den imaginären 
Kreispunkten. Jede zirkulare Kubik ist demnach in der 
Form darstellbar 
(4) K-G+4@'=0, 
wo K ein Kreisist, G und G’ Gerade bedeuten. Durch Homo- 
genisierung wird das alles sofort deutlich. 


Bem. Da jede Kubik mit den Asymptoten Gr, G.. G; 

in der Form geschrieben werden kann 
G, G G 487 =0, 

so müssen die drei einzelnen Schnittpunkte der Asymptoten 
G, . Ga, G; mit der Kurve immer auf einer Geraden G” liegen. 

Beisp. 1. Wir wollen den Satz beweisen, daß jede Fuß- 
punktkurve einer Parabel eine zirkulare Kubik mit Doppelpunkt 
ist. Es habe die Parabel die Gleichung / = 2p. Dann hat 
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ihre Tangente im Punkte (0. Ya) die Gleichung y 4, = p(z + z,). 
Auf diese Tangente wollen wir von dem Pol (a. b) das Lot 
fällen. Die Gleichung dieses Lotes ist (y — b)/( x — a) = —y,'D. 
Drückt man hieraus %, aus und setzt diesen Wert in die Tan- 
gentengleichung ein, so kann man unter Beiziehung der 
Gleichung y% = 2pz, die variablen Größen z,, Yọ ganz eli- 
minieren und erhält l 

(å) 2z(z— a? ＋. 2y(s — ) — b) + ply — b = 

als Gleichung für den Ort des Fußpunkts des Lotes. Diese 
Gleichung zeigt nach Nr. 17 sofort den Pol (@, 5) als Doppel- 
punkt an. Verlegen wir in ihn den Koordinatenursprung. indem 
wir£=2-a,n=y-— b setzen, so erhalten wir 

(B) SE TY aS TUN Hipa = O 

Unser ursprünglicher Satz ist damit bewiesen. Seine Um- 
kehrung gilt ebenfalls. Nun sind die Gleichungen der Asym- 
ptoten hier F + 4p = O und (7 + 4b) + i(t + ta — 4 = O. 
Verlegt man daher den Anfangspunkt in den Punkt = —4a 
+ 1p: n= —4b und dreht noch das Koordinatensystem um 
einen Winkel x, so erhält man eine Gleichung der Form (2), 
die aber noch die Doppelpunktsbedingung erfüllt. Nun ist (B) 
die allgemeinste Form der Gleichung einer zirkularen Kubik 
mit Doppelpunkt, wenn man nur das Koordinatensystem so 
legt, daß die reelle Asymptote zur z-Achse parallel läuft. Ver- 
ändert man daher in der auf die Form (2) gebrachten Gleichung 
das Absolutglied, so muß sich unter Auflösung des Knotens eine 
ganz allgemeine zirkulare Kubik ergeben. Man kann demnach 
sagen, daß die zirkularen Kubiken Kurven gleicher Potenz 
(vgl. Nr. 7), in bezug auf die Fußpunktskurven der Parabel 
sind. 

Beisp. 2. Für die Maclaurinsche Trisektrix (vgl. S. 11) 
mit der Gleichung (x + 3a)(x? + %) = 4a?, die sofort die drei 
Asymptoten erkennen läßt, sind die imaginären Kreispunkte 
Wendepunkte. Aber auch die dritte Asymptote berührt, wie 
schon die Figur zeigt, in einem Wendepunkt. Alle drei 
Wendepunkte liegen also auf der unendlich fernen Geraden. 
Es ist leicht zu sehen, daß, wenn man zwei (eventuell vor- 
handene) Wendepunkte einer Kubik durch eine Gerade verbindet, 
diese Gerade die Kurve immer in einem dritten Wendepunkt 
schneidet. Denn seien die beiden Tangenten der gegebenen 
Wendepunkte G, und G,, so muß sich die Kurvengleichung in 
die Form bringen lassen AG, S. +4G?=0. Dann muß aber 
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A selbst. wenn wir die Gleichung homogen geschrieben denken, 
eine lineare Funktion von x, 7, 2 sein. Die Gleichung A = 0 
stellt also eine Gerade, nämlich die dritte Wendetangente vor. 
Alle drei Wendepunkte liegen auf der Geraden G. Die zirkularen 
Kubiken mit drei unendlich fernen Wendepunkten kann man 
auch alle unter der Form KG + ô = O zusammenfassen, wo K 
einen Kreis bedeutet [vgl. Gleichung (4), S. 58]. 

31. Bizirkulare Quartiken. Sehr viele spezielle Kur- 
ven vierter Ordnung haben Doppelpunkte in den imaginären 
Kreispunkten. Die Gleichung einer allgemeinen „bizirku- 
laren n muß lauten 


(5) ( +y?) + u &, ) + ula ＋ 1, % I= O. 

Auch hier kann man ohne weiteres x? + y? — r? an 
Stelle von x? + y? setzen. Die imaginären Asymptoten 
haben hier aber vier Schnittpunkte im Endlichen, darunter 
zwei reelle, so daß man dem Koordinatenanfangspunkt 
keine ausgezeichnete Stelle anweisen kann. Wir wollen 
für die bizirkularen Quartiken in Anknüpfung an die Be- 
merkung in Fr. 7 einen Satz beweisen, der alle Kurven 
gerader Ordnung charakterisiert, deren höchste Glieder 
sich in die Form (x? + y?)” vereinigen lassen. 

Schneiden wir nämlich die Kurve (5) mit einer Geraden 
durch den (ganz beliebig liegenden) Anfangspunkt O, und 
ist ihre Gleichung y = tg , so erhält man für die Ab- 
SZISSEN X, , 42, Zg , x, der vier Schnittpunkte Si, Sg, S3, 
S, eine Gleichung vierten Grades, welche Ig 
= II/(1 = tg? 9)? = I cos liefert. Nun ist aber 
* = OS; cos und daher ist bei beliebigem Winkel & das 
Produkt OS,- OS. OS. OS, = II und diese Kon- 
stante ZI ändert sich nur bei Verlegung des Anfangspunktes. 
Die Erweiterung auf Kurven 2nter Ordnung liegt auf der 
Hand. Alle diese Kurven haben also eine „Potenz“ für 
jeden Punkt der Ebene. die sich ganz in derselben Weise 
geometrisch deuten läßt wie am Kreise. 
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Beisp. 1. Die Fußpunktskurven der Kegelschnitte mit 
Mittelpunkt sind bizirkulare Quartiken mit dem Pol der Fuß- 
punktkonstruktion als Doppelpunkt. Auch die Umkehrung 
dieses Satzes ist richtig. Schreibt man den Kegelschnitt in der 
Form æ / + y?/jb’ = 1, wobei für die Hyperbel durchweg ib 
statt 5 zu denken ist, so lautet die Tangentengleichung für der: 
Punkt (£o, Yo) & c + % = 1. was für 2 = a coso , 
Y, = 5 sino übergeht in æ cos + Y sin h = 1. Auf diese 
Tangente fällen wir nun vom Punkte (m, n) aus das Lot mit 
der Gleichung [(x — m)/b] sin o = [(y — n)'a] cos®. Eliminiert 
man aus den beiden Gleichungen œ, so ergibt sich 
(4) [2° + y? — (mz + n y)? a — m)? — b (y — n)? = 0 , 
eine Gleichung, die sofort den Punkt (m , n) als Doppelpunkt 
ausweist und die Bizirkularität erkennen läßt. Wir verzichten 
auf eine weitere Transformation (vgl. des Verf. Spez. K. S. 4f.) 
und bemerken nur, daß man auch hier durch Veränderung des 
Absolutgliedes in (A) die ganz allgemeine bizirkulare Quartik 
erhält, ‘die außer den beiden Doppelpunkten in den imaginären 
Kreispunkten keinen weiteren Doppelpunkt mehr hat. 

Beisp. 2. Man erhält ausgezeichnete Typen der eben be- 
sprochenen Fußpunktskurven, wenn man den Pol (m, n) in den 
Mittelpunkt des Kegelschnittes legt (m = n = 0). Die Kurven 
heißen dann Boothsche Lemniskaten (1873). Sie haben im 
Anfangspunkt einen Inflexionsknoten (mit reellen undimaginären 
Zweigen). Unter ihnen ist schon seit längerer Zeit bekannt 
die Fußpunktkurve der gleichseitigen Hyperbel in bezug auf 
den Mittelpunkt, die sog. „Bernoullische Lemniskate“ 
(Jak. Bernoulli 1694). Sie hat die Gleichung 
(B) (T2 + 22)? = d — y?) . 

Transformiert man nun Gleichung (B) mittels der Substitution 
Ji = S, ry, so geht sie, wenn man noch z ein- 
führt, über in 

(B*) 25 = a + 102 

Das ist dieselbe Gleichungsform wie die der Kreuz- oder der 
Kohlenspitzenkurve (s. S. 56). Demnach hat die Bernoullische 
Lemniskate auch in den imaginären Kreispunkten Inflexions- 
knoten und sie kann aus der Kreuzkurve durch eine imaginäre 
Kollineation (eine Transformation wie die von S. 41 mit imaginären 
Koeffizienten) gewonnen werden. Fügt man der Gleichung (B) 
ein Absolutglied bei, so löst sich der im Anfangspunkt liegende 
Knoten und es entstehen die sog. Cass inischen Linien (1749) 
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als Kurven gleicher Potenz für die Bernoullische Lemniskate. 
Für das ganze System der Cassinischen Linien (vgl. Fig. 28) 
bleiben die im Endlichen liegenden Schnittpunkte der Kreis- 
punktasymptoten („außerordentliche Brennpunkte“) fest*). Die 
zwei reellen H und M, liegen hier auf der æ-Achse 
(<= +}a y2). Wir überlassen dem Leser zu beweisen, daß 
für alle Cassinischen Linien (mit Einschluß der Ber- 
noullischen Lemniskate) das Produkt der von M und M, 
nach einem beliebigen Punkt der Kurve gehenden Radienvek- 
toren konstant ist. 


Fig. 28. 


Beisp.3. Andere ausgezeichnete Typen derFußpunktkurven 
der Kegelschnitte erhält man, wenn man bei beliebiger Lage 
des Pols einen Kreis zugrunde legt. Setzen wir in Gleichung 
A) von S. 61 5=a, sodann & m , = n und 
schließlich noch, da der Kreis ja nach allen Seiten symmetrisch 
ist, die Kurven also eine Symmetrieachse haben müssen, n = O, 
so ergibt sich die Gleichung der sog. „Pascalschen Schnecken“ 
Stephan Pascal, um 1630) 

(©) y mr aeey, 


Unter „Brennpunkten“ versteht man im allgemeinen die 


Schnittpunkte der von den imaginären Kreispunkten an eine Kurve 
zehenden Tangenten. 
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wo S, n durch x, y ersetzt sind. Sie haben, je nachdem der 
Pol im Innern. auf dem Kreise oder außerhalb seiner liegt 
m<, = > a), einen isolierten Punkt, eine Spitze 
(Kardiolde“ 0 oder einen Knoten im Pol (Fig. 29). Die Trans- 
formation + iz = E y — ix = y gibt EN im — - $) 2} 
— anz? = O. Für die Doppelpunktstangenten in = 0, 

=0 und „=0, 2 = 0 ergeben sich die Gleichungen 
G — tim)’ = O und 2 m)? =0. Die Pascalschen 
Schnecken haben also Spit- 
zen in den imaginären 
Kreispunkten. DerSchnitt- 
punkt der beiden Spitzen- 
tangenten (außerordent- 
licher Brennpunkt) befin- 
det sich in dem halben 
Abstand des Poles vom 
Mittelpunkt des Grund- 
kreises (x = 4m, y = 0). 
Über die Rolle dieses 
Brennpunktes siehe Spez. 

S. 89. 

Fügt man in Glei- 
chung (C) noch ein Abso- 
lutglied bei, so erhält man 
die Kurven gleicher Po- Fig. 29. 
tenz für die Pascalschen 
Schnecken. Es sind das die sog. Kartesischen Ovale, von Des- 
cartes erfunden zur Demonstration seines Brechungsgesetzes 
(1637; vgl. Spe. K. S. 91ff.). Wenn man den Ausdruck 
(x — 3 . m)? + % mit A bezeichnet (er stellt das Produkt der 
beiden Asymptoten dar) ), so kann man die Gleichung jeder Kurve 
gleicher Potenz für (C) in die Form bringen 
(C*) A? — (m + a A 22 — (a? me L 10 2 = 
Diese Form zeigt wohl für A = 0 drei zusammenfallende Schnitt- 
punkte im Unendlichen (und einen im Endlichen) an, aber sie 
beweist andererseits, da das mittlere Glied aus (C*) auf keinen 
Fall verschwinden kann, daß unsere kennzeichnende Gleichungs- 
form von Nr.13 für das Auftreten einer Spitze keineswegs eine 
notwendige Bedingung darstellt. Ähnliches gilt natürlich auch 
für die dort angegebene Wendepunktsform. 

Beisp. 4. Die Kurven gleicher Potenz in bezug auf das 
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System zweier Kreise K und K“, deren Gleichung also in die 
Form gebracht werden kann K. K’-+ ô= 0, sind bizirkulare 
Quartiken mit gewöhnlichen Doppelpunkten in den imaginären 
Kreispunkten. Die beiden Kreismittelpunkte sind die reellen 
außerordentlichen Brennpunkte. Sind K und K“ kongruent, so 
befindet sich in dem System für variables ö eine Boothsche 
Lemmiskate. Die Kurven selbst heißen dann „spirische Linien 
des Perseus“ (ca. 130 v. Chr.). 


III. Die Kurven als Tangentengebilde. 


32. Einführung von Linienkoordinaten. Wenn auch 
natürlich schon in der Zeit der Entdeckung der höheren 
Analysis Kurven als Einhüllende von Geraden, die bestimm- 
ten Bedingungen unterliegen, auftraten, so war es doch 
erst Plücker (1829), der die gerade Linie als erzeugen- 
des Element dem Punkte als gleichwertig gegenüberstellte, 
Koordinaten der Geraden einführte und Gleichungen in 
solchen Koordinaten behandelte. In der Tat ist, wenn wir 
ein Achsenkreuz zugrunde legen, jede Gerade, genau wie 
jeder Punkt, durch zwei unabhängige Größen bestimmt 
und eine Bedingungsgleichung zwischen diesen beiden 
Größen gibt hier eine unendliche Folge von Punkten, dort 
eine unendliche Folge von Geraden, als deren Erzeugnis 
in jedem Falle eine Kurve, die gegebenenfalls auch aus- 
geartet sein kann, erscheint. Schreiben wir eine Gerade 
in der Form ugs + vy -+ 1 = 0, nachdem wir mit dem 
Absolutgliededividiert haben, soenthältsiezwei wesentliche, 
unabhängige Koeffizienten u, v und gerade diese sind es, 
die von Plücker als Koordinaten der Geraden, „Linien- 
koordinaten“, wie wir heute sagen, eingeführt wurden. Aus 
der Gleichung ist sofort ersichtlich, daß a und vdle negativen 
reziproken Abschnitte der Geraden auf den Achsen bedeuten. 

33. Gleichungen von Punkt und Kreis. Um zu sehen. 
was für Gebilde durch eine Gleichung zwischen « und ⁊ 
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dargestellt werden, betrachten wir zunächst eine lineare 
Gleichung 


(1) Au+BrtC0=0. 
Wir hätten nun die Einhüllende von einer Geraden 
G=zuer+vy—-1=0zu suchen, wenn u und v als 


variable Parameter betrachtet werden, zwischen denen die 
Bedingung (1) besteht. Es sei dem Leser empfohlen, das 
nach der im folgenden Beispiel angewendeten Methode 
mittels Differentialrechnung durchzuführen. Wir bemerken 
aber im vorliegenden Falle leicht, daß sich durch Einsetzen 
von A/C für x und von B/C für y in die Gleichung von G 
immer Gleichung (1) ergibt. D. h. die Gleichung der 
variablen Geraden G ist für alle u, v, die der Gleichung 
(1) genügen, durch die Koordinaten desPunktesa, = A/C, 
Y = B| C erfüllt. Alle Geraden G bilden also ein Büschel 
durch diesen Punkt und wir können (1) als „Gleichung 
des Punktes“ in den Linienkoordinaten u, v auffassen. 
Dasselbe erkennt man übrigens, indem man aus der Glei- 
chung von G und aus (1) etwa v eliminiert. Man erhält 
(Cy — B) + u(Ay— Bz) = 0, also bei variablem v ein 
Büschel von Geraden durch den Schnittpunkt von 
Cy — B = 0 und Ay — Bx = 0, d. i. durch den Punkt 
£ = 4/ C, Yo / C. 

Beisp. Wir wollen untersuchen, welche Kurve von einer 
Geraden G=uz +vy+1= 0 umhüllt wird, wenn für u, v 
die Bedingung 
(A) 2d ＋ v 1e 
besteht. Die Differentialrechnung lehrt, es seien die Gleichung 
von G und Gleichung (A) zu differenzieren und dann u, v, du, 
dv aus sämtlichen "Gleichungen zu eliminieren. Wir erhal- 
ten zunächst zdu+ydv= Ô und udu+vdv=0, woraus 
ujv = x/y hervorgeht. Setzt man u =dr,v=dyin Gund (A) 


ein, so ergibt sich 5 = —1/(@? + y?) aus G und wenn man diesen 
Wert in (A) substituiert, lautet die Endgleichung 
() 2. ＋ = 


Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 5 
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Gleichung (A) ist demnach die Gleichung eines Kreises um 
den Anfangspunkt mit dem Radius r. Für r— oo wird aus (A) 
u? + v? = Q , aber aus (B) ergäbe sich z? ＋ y? —> 00, was nicht 
direkt geometrisch deutbar ist. Es ist in diesem Falle zweck- 
mäßig, G = ur -+ vy +z = Q zusetzen, dann heißen die beiden 
Gleichungen, aus denen noch & zu eliminieren ist: () 92? -+ y?) 
+z = 0 und (I) # (z? ＋ y =0. Damit aber diese beiden 
Gleichungen bei beliebigem # erfüllt werden, muß z = 0 und 
z? + 92 = 0 sein. Die Gleichung «+ v? = 0 stellt demnach 
das Paar der imaginären Kreispunkte dar (s. S. 40). Mit der 
asymptotischen Gleichung x? + y?— oo besteht kein Wider- 
spruch, da die Punkte ja tatsächlich unendlich fern liegen und 
die Gleichung x? + y? = 0 ja nur die beiden Geraden darstellt, 
die nach ihnen vom Anfangspunkt aus laufen. 

34. Übergang von Linien- zu Punktkoordinaten. 
Klasse einer Kurve. Wenn wir im allgemeinen aus einer 
Gleichung 
(2) falu, v2) =0, 
die vom „ten Grade in u, v sei, und der Gleichung G 
die Variable v eliminieren, so entsteht eine Gleichung 
F(u, x,y) = 0, vom uten Grade in der Variablen «u und 
mit Koeffizienten vom uten Grade in x, y. Denkt man sich 
f nach v geordnet in der Form 
(2) FS Un + Li + Care .. 4 0, 
so kann man F folgendermaßen schreiben 


(3) F= U. % — Un- Yus ＋ 1) 
＋ (u ＋ I) = O 

Kombiniert man nun F = 0 mit F} = 0, so erhält 
man die Diskriminante D der Gleichung F = 0. Diese 
ist bekanntlich in den Koeffizienten von F vom Grade 
202 — 1); also ist D in x, y vom Grade 2 (7 — 1)*). 
In der Theorie der Formen wird nun aber bewiesen, daß 
D in unserem Falle den Faktor y**-1) hat, so daß die 


*) S. etwa G. Bauer, Algebra, 2. Aufl. 1910, S. 91. 
S. 2. B. Salmon-Fiedler, Höh. Kurven, S. 98f. 


34. 35. Übergang v. Linien- zu Punktkoord. u. umgekehrt. 67 


eigentliche Gleichung der Einhüllenden in Punktkoordinaten 
nur vom Grade (n — 1) ist. Wir werden diesen Satz im 
folgenden Bändchen mit einfacheren Mitteln wirklich be- 
weisen, wollen ihn aber schon jetzt, indem wir Kurve (2) 
als Kurve nter Klasse“ bezeichnen, in die Form bringen: 
Eine Kurve iter Klasse ist im allgemeinen von der Ordnung 
n(n — 1). Ausnahmen werden wir gleich im Beisp. 1 
der Nr. 35 kennen lernen. 

35. Übergang von Punkt- zu Linienkoordinaten. Es 
sei nun 
(4) En&,y)=0 
die Gleichung einer Kurve nter Ordnung und P = ux 
+vy- 1 = 0 werde als die Gleichung eines Punktes 
(des Punktes x, y) aufgefaßt, so erhalten wir, indem wir 
x und y als Parameter in P betrachten, die durch die Be- 
dingung (4) verknüpft sind, mittels der eben dargelegten 
Methode eine Bedingung in u, v für alle diejenigen Punkte 
P, von denen aus an ꝙ zwei zusammenfallende Tangenten 
gehen, genau so, wie vorhin die Gleichung /-) eine 
Bedingung in x, y darstellte für diejenigen Geraden G, 
die zwei zusammenfallende Schnittpunkte mit F gemein 
hatten. Wir werden also aus ꝙ und P etwa y eliminieren, 
erhalten eine Gleichung G (, u, v) = 0 vom nten Grade 
in æ und vom nten Grade in u, v. Deren Diskriminante 
A enthält den Faktor »*®-D und die Gleichung 
Ae — 0 ist vom Grade n(n — 1) in u, v. Sie stellt 
die Gleichung der Kurve (4) in Linienkoordinaten dar und 
wir können also auch sagen: Im allgemeinen ist eine Kurve 
nter Ordnung von der Klasse n(n — 1). Diejenigen Punkte 
P(x, y), die auf ꝙ liegen und zugleich Geraden u, v an- 
gehören, die der Bedingung A (u, v) = 0 genügen, sind 
die Berührungspunkte dieser Geraden mit der Kurve o. 
Ebenso sind diejenigen Geraden & (, v), die Tangenten 


5 * 
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von f sind und Punkte x, y enthalten, für welche A(x, y) = 0 
ist, die Tangenten der Kurve fin diesen Punkten. 

Beisp. 1. Der Leser wird sich an das Beisp. 1 von Nr. 4 
erinnern und jetzt erkennen, daß wir dort direkt die Gleichungen 
der kubischen und semikubischen Parabel in Linienkoordinaten 
aufgestellt haben. Zugleich sieht er, daß dort nicht der allge- 
meine Fall vorliegt. In der Tat hat jede der zwei Kurven eine 
Spitze. Infolgedessen wurde, wie im folgenden Bändchen all- 
gemein bewiesen werden soll, die Klasse 3 und nicht 6. Wenn 
der Leser dann, wie schon damals empfohlen wurde, von der 
„Tangentialgleichung“ zur kartesischen zurückkehrt, kommt er 
wieder auf die Ordnung 3, statt auf 6. Die Ursache ist diesmal 
die Wendetangente, die wir schon in Nr. 5 als Liniensingularität 
bezeichnet haben. 

Beisp. 2. Behandelt man die Gleichung u? + v? 1 nach 
der Methode von Nr. 34, schreibt aber G Sur -ry+z=0, 
so ergibt sich durch Elimination von v die Gleichung u? (x? + % 
＋ 2 2 + (22 — ½ 2) = O mit der Diskriminente OSE 
- E yr)=yl-+@+y)r]=0. Hier 
trennt sich wirklich der Faktor y? ab und es bleibt die schon 
im Beisp. v. Nr. 33 gefundene Kreisgleichung z? + y? — r?z? 
= 0, die für 1 o aber in 2 = 0 übergeht. Es erscheint 
also der Träger des Punktepaares u? + v? = 0 (die singuläre 
Tangente) doppelt gezählt. Durch eine einzige Gleichung in 
Punktkoordinaten kann das Punktepaar (der imaginären Kreis- 
punkte) eben nicht dargestellt werden. 

Ganz Entsprechendes tritt ein, wenn man versucht, ein Ge- 

radenpaar, z. B. das mit der Gleichung / — 4 = 0 zu Linien- 
koordinaten zu transformieren. Schreibt man P=uxr-+vy 
-+ w = 0 und eliminiert y, so ergibt sich A = A w? = O. Der 
Faktor v? ist fremd und es bleibt w? = 0, das ist der doppelt 
gezählte Anfangspunkt (u = v = œc), als Träger (singulärer 
Punkt) des Geradenpaares. 
— Daß eine allgemeine Gleichung zweiten Grades in u, v 
einer ebensolchen in x, y entspricht, ist leicht zu zeigen. Die 
Kurven zweiten Grades und zweiter Klasse sind eben die Kegel- 
schnitte. 

36. Homogene Linienkoordinaten. Bevor wir auf 
die Dualität näher eingehen, die sich bei der Transformation 


von Punkt- in Linienkoordinaten und umgekehrt schon 
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herausstellte, müssen wir ein Wort sagen über die homo- 
genen Linienkoordinaten bei Annahme eines beliebigen 
Koordinatendreiecks. Wir werden folgerichtig, wenn die 
Gleichung einer Geraden G lautet 

(5) G = U, £y F Ug Ta Tu, = 0 , 

die Größen č, , 2, ug als proportional zu den Koordinaten 
von G ansehen; es fragt sich nur, welche geometrische Be- 
deutung diese Größen haben und wie man von ihnen den 
Übergang zu u, v be- 
werkstelligen kann. Set- 
zen wir in G etwa æz 
O, so erhalten wir für 
den Schnittpunkt S, der 
Geraden G mitder dritten 
Koordinatenseite x, / 
= —us/u,.. Nun kommt 
es auf die Definition der 
x; selbst an. Wir wollen 

allgemein annehmen, 
die x; seien den mit belie- 
bigen Konstanten 4; mul- 
tiplizierten Abständen 

r; von den Seiten propor- 
tional, also x; = Dhar 775 


80 dab 21/25 = 4, 1/12 72 Fig. 30. 
ist. Nun hat man aber andrerseits (vgl. Fig. 30) 
71 = 4% sin a, To = 4 S sin t und 4283/41 S3 


= Pajp, Wenn pz, pı die Abstände der Geraden G von 

den Ecken A, und 4, bedeuten. Demnach wird — 2/201 

= Å, Pa Sin J pi Sin c; und da sich ähnliche Ausdrücke 

für die negativen Verhätnisse w,/u, und 242% u ergeben, 

Pi SM &: 
4 


können wir setzen u; = Tt- ‚indem wir nur be- 
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stimmen, daß die p; etwa auf der Seite der Ecke 43 posi- 
tiv, auf der anderen Seite negativ zu nehmen seien. Wir 
sehen also, daß unsere Linienkoordinaten den mit Konstan- 
ten multiplizierten Abständen der Geraden G von den je- 
weiligen Ecken desGrunddreiecks proportional sind. Hätten 
wir alle : = 1 genommen, so wären die z; den 7; , die u; den 
Größen p; sinx; proportional; hätten wir die x; den Größen 
r Sin proportional genommen, so wären die «; den p; 
direkt proportional. Für Untersuchungen, bei denen me- 
trische Verhältnisse nicht in Betracht kommen, braucht man 
sich über die eigentliche Bedeutung der x, und u; überhaupt 
keine Gedanken zu machen. Nurin solchen Untersuchungen 
werden wir aber die homogenen Koordinaten verwenden. 
. Übergang zu Plückerschen Linienkoordinaten. 
Um den Übergang zu den gewöhnlichen Plückerschen 
Linienkoordinaten zu bewerkstelligen, können wir fol- 
gendermaßen verfahren. Wir haben 
U; uz = u Pı Hg P3 = Hs Ay Soj Ug AgS , 
Us/Ug = lz Pa| lg Ps = Ug 42 81/113 As. Ñ; ; 
wobei wir 41 , Ha, 4; noch willkürlich wählen können. 
Rückt nun die Koordinatenseite A, 4, ins Unendliche, so 
werden 4, &; a und 4, 81 unendlich groß und wir können 
setzen A, S S = wk, d Sı = & ff. wo o. Nehmen 
wir dann in jedem Stadium MH; = —k, so brauchen wir 
nur noch u =1/®, ua = 1/ö zu wählen, um auch bei 
unendlich ferner Koordinatenseite 4, 4, zu haben 
u/w=—1/4,8, 22% = — 1/43 81, 
oder u = u,/u, und v = fuz gleich den negativen rezi- 
proken Abschnitten der Geraden G auf den Achsen. Da 
eig. auch x/r} und z,/x, in x, y übergehen 
(vgl. Nr. 22), so wird aus (5) 
(6) uc-vy+1=0. 
Sowohl (5) als (6) können, je nachdem man die x; (u , 2) 
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oder die z; (x, y) als Variable betrachtet, einen Punkt oder 
eine Gerade darstellen, und zwarim ersteren Falle den Punkt 
mit den Koordinaten z,(x. /, im letzteren Falle die 
Gerade mit den Koordinaten u;(u , v). 

38. Das Dualitätsprinzip. Die Einführung derLinien- 
koordinaten durch Plücker hat, wie jede wichtige Ent- 
deckung in der Mathematik, ihre Vorgeschichte. Monge 
(1795—99) und Carnot (1803) hatten den Anstoß ge- 
geben zur Loslösung der seit Descartes mit der Algebra 
eng verknüpften Geometrie. Poncelets Traité des pro- 
priétés projeclives des figures (1822) ist das grundlegende 
Werk der neuen Richtung. Hier schon, aber noch mehrin 
einem aus dem Jahre 1824 stammenden, i. J. 1829 erst voll- 
ständig veröffentlichten Mémoire sur la théorie des polaires 
réciproques Poncelets fanden sich deutliche Ansätze für 
das „Dualitätsprinzip“. das Gergonne in drei Arbeiten 
(1824—1827) allgemein aussprach und weiter ausbaute. 
Die reine Geometrie war dadurch der Koordinatengeometrie 
vorausgekommen und die Einführung der Dreieckskoordi- 
naten durch Möbius in seinem Barycentrischen Calcul 
(1827), der Linienkoordinaten durch Plücker im 6. Bande 
des Journals für Mathematik (1829), waren die folge- 
richtige Reaktion der Analyse auf jene rein geometrischen 
Bestrebungen, und diese Neueinführungen, die fast gleich- 
zeitig auch bei verschiedenen anderen Gelehrten auftauch- 
ten, ermöglichten es der analytischen Geometrie, den Fort- 
schritten der synthetischen Geometrie zu folgen. 

Das Prinzip der Dualität ließe sich, wie wiram Anfang 
dieses Abschnittes zu tun begonnen haben, auch weiter 
aus der einfachen Paralleldarstellung der Punkt- und 
Linienkoordinaten entwickeln und fortführen. Es findet 
aber seine stärkste Stütze und beste Veranschaulichung 
in der Polarentheorie der Kegelschnitte, aus der es ja auch 
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Poncelet in dem oben angezogenen Mémoire abgeleitet 
hat. Wenn wir uns irgend einen Kegelschnitt K denken 
und zu jeder Tangente G einer gegebenen Kurve L den 
Pol P in bezug auf K 
suchen (vgl. Fig. 31), so 
werden diesePole Peine 
Kurve A durchlaufen, 
die „Polarreziproke“ der 
Kurve L in bezug auf K. 
Da aber der Schnitt- 
punkt zweier benachbar- 
ter Tangenten G, G! 
zur Polare die Verbin- 
dungslinie der benach- 
Fig. 81. barten Pole P, P’ hat, 
so sehen wir, daß A auch erzeugt gedacht werden kann 
als Einhüllende der den Berührungspunkten II von G mit 
L entsprechenden Polaren P. Gleichzeitig sieht man, daß 
man dieKurven L und A ohne weiteres vertauschen kann. 
39. Analytische Darstellung der dualistischen Um- 
formung. Um diese Polarreziprozität analytisch darzu- 
stellen, nehmen wir zunächst einen ganz einfachen Fall. 
Es sei K = g? + y? — r? 0 und die Gerade G habe 
die Gleichung G = ux + vy- 1 =0. Den Pol P von 
G in bezug auf K bestimmen wir, da wir eine ganz all- 
gemeine Behandlung der Polarentheorie auf das 2. Bänd- 
chen verschieben, rein elementargeometrisch auf dem Lot 
vom Anfangspunkt zu G (von der Länge p) durch die Be- 
dingung g r, die aus dem Begriff der Polare hervor- 
geht (Fig. 32). Da p = 1/yu2 es, wird q =r? pu? -+ v? 
und da für die Koordinaten £, y des Poles P &/n = ujv 
ist, ergeben sich ihre Werte als 
(7) E ru, „ = ru. 
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Diese Gleichungen (7) stellen die polarreziproke Ver- 
wandtschaft in bezug auf den Kreis K dar. Man erhält 
demnach die Polarreziproke A einer von G umhüllten 
Kurve L, wenn man in ihrer 
Tangentialgleichung u, v 
durch —éjr? , —n/r? ersetzt. 
Aus unseren allgemeinen Aus- 
führungen von Nr. 38 geht 
aber hervor, daß man ebenso 
in ihrer Punktgleichung x, y 
durch —r?u, —r?v hätte 
ersetzen dürfen. 

Noch einfacher wäre ja 
die Substitution 
(8) S = , A 
Dann müßte nur r? = —1 
sein. Der Kreis Ko = x? 
+y? 1 = 0 ist dann freilich imaginär, aber der Pol 
P, zu G läßt sich auf reellem Wege konstruieren, da er 
wegen g = — u? + v? einfach zum Punkte P (fürr = 1) 
in bezug auf den Ursprung symmetrisch liegt. P, beschreibt 
daher eine zu A kongruente Kurve AI. 

Bem. Die allgemeine Form für eine solche dualistische 
Transformation („Korrelation“) ergibt sich, wenn man die 
Gleichungen (8) einer Kollineation (vgl. S. 41) unterwirft. Zu 
diesem Zweck ist es besser, in homogener Form zu setzen 
(A) * = du, / = dv, z=dw. 

Wir transformieren dann mittels der Gleichungen 
145 — a7 Z’ T adi L 41 2, 


Fig. 32. 


(B) UZ = di w, + 4 J + 45 2 

UY = dei + de + 052, 
Das bedeutet, daß wir statt des Kreises K einen ganz be- 
liebigen Kegelschnitt zugrunde legen. Es fragt sich nur, wie 
sich dabei gleichzeitig die u, v, w transformieren. Haben wir 
aber eine Geradengleichung u r +vy+wz=(0, nehmen in 
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dieser die Punkttransformation (B) vor und setzen die Koeffi- 
zienten von x’, y’, z’ proportional zu u’, v”, w’, so sehen 
wir, daß 
VU’ = Qy u ＋ di VHW, 
(©) VU’ = die U + Aa U+ agg W, 
VW’ = Qz U + dz V ＋ agg W. 
Dieses Gleichungssystem läßt sich aber umkehren und 
ergibt 
ou 
(C*) ov 
ow ; 
ro die ag bekanntlich die betreffenden Unterdeterminanten der 
Is von Null verschieden vorausgesetzten Substitutionsdeter- 
ıinante (q,, @,, @,,) Sind. 
Wenden wir nun die Substitutionen (B) und (C*) auf (A) 
m, so ergeben sich Gleichungen 


TER 
8 8 
ER 
| 
8 
2 
8 


ar, + d /, di Z’ = (au, + a, ＋ a W) 
D) far, ＋ d, H d Z’ = (l 2, . ag b, ＋ Ag W”), 
a, ＋ % / . a 55 = at gt’ + & wa. 


die sich entweder nach den x’, y’, z’ oder nach den u“, v’, w’ 
auflösen lassen und die x’, y’, 2“ als lineare, homogene Funk- 
tionen der u“, v“, w’ und umgekehrt ergeben. Die: allgemeine 
Form der Korrelation ist also 

6r=d,uUri,t—d,w, ó 
(E) e ee ó 12 

92 = Â, U+ da V 4%, & 2 + By H aa? 
wobei selbstverständlich während der ganzen Untersuchung 
die &, y, 2 usw. auch auf ein beliebiges Koordinatendreieck 
bezogen gedacht werden können. Die Transformation (A) geht 
aus (E) hervor, wenn man nicht nur den Ecken des Koordinaten- 
dreiecks der einen Ebene die Seiten des Koordinatendreiecks 
der zweiten, sondern auch dem Punkt (1, 1, 1) die Gerade 
(1, 1, 1) entsprechen läßt*). 

40. Die Gleichungen der Tangente bzw. des Berüh- 
rungspunktes. Den dualistischen Standpunkt hat Plücker 
in seinem System der analytischen Geomeirie (1831) und 
der Theorie der algebraischen Curren (1839) auf die alge- 
braischen Kurven und deren Singularitäten angewandt. 


Genauer bei Doehlemann, Geom. Transf. I. Bd. Leipzig 1902. 
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„Wenn auf einer geraden Linie ein Punkt kontinuierlich 
fortrückt, während die gerade Linie selbst um diesen Punkt 
sich kontinuierlich dreht, wird ein und dieselbe Kurve von 
jener geraden Linie umhüllt und von diesem Punkte be- 
schrieben.“ So sagt er wörtlich in dem letzteren Werke. 
Gerade und Punkt auf ihr sind Tangente und Berührungs- 
punkt, wie wir schon in Nr. 35 angedeutet haben. Es obliegt 
uns, die Gleichung der Tangente bzw. des Berührungs- 
punktes in allgemeiner Form für einein Punkt bzw. Linien- 
koordinaten gegebene Kurve aufzustellen. 

Sei 
(9) FG, 42. 25) 0 
die Gleichung einer Kurve nter Ordnung, bezogen auf 
ein beliebiges Koordinatendreieck, (EI, S2, Ez) ein Punkt 
auf ihr, dessen Tangente wir suchen. Wenn wir, wie üb- 
lich, unter ô f/C E den Wert von ĉ fjê x; für x; = E ver- 
stehen, so erhalten wir aus (9) sofort die zwei Gleichungen 
40 [% - ê f| E + È 6E + Ès 6 E̊ñ = O, 

dei Je EI + de- Go + dg SFE = O 

Die erste geht aus dem Eulerschen Theorem über 
homogene Funktionen hervor, gemäß welchem die linke 
Seite der Gleichung gleich 7 (Ei, Ez, Ez); also gleich 
Null ist*), die zweite ergibt sich durch Differentiation der 
Gleichung f(&, Sz; Sz) = O. Sei nun &,%-+ Xa Ta 
+ ; £ = 0 die Gleichung der gesuchten Tangente, so 
muß, da einerseits der Punkt (EI, > , č}, andererseits der 
Punkt (Ei +d&,,& + de, Es + dez) auf ihr liegen muß, 
das Gleiehungspaar bestehen 
(11) È -art S2 A +é & = 0, 

dEI- AI + dez - A + dé Ag = O, 

wobei die letzte Gleichung durch eine leicht ersichtliche 


*) Vgl. z. B. Serret- Sen effers, Differentialrechnung, 4.5. Aufl. 
Leipzig 1908; i. d. 3. Aufl. Nr. 91 u. Nr. 139. 
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Subtraktion entstand. Diese Gleichungen (11) gehen aber 
aus den Gleichungen (10) hervor, indem man ô fjê é; durch 
x; ersetzt, und es ergibt sich also d : = Hd. Die 
Gleichung der Tangente an die Kurve fin einem Punkt 
(Ei 5 9 , Es) lautet also 
(12) ee + Tz- fl + x- Fe 
Wir dürfen nur alles ins Dualistische übertragen, um 
sofort sagen zu können: Die Gleichung des Berührungs- 


punktes einer Tangente (bi, bz, %) an eine Kurve 
P (th ; Ug 20) = Q lautet: 
(13) u,- ĉg/0 ＋ Ug. e t, + ug- C v =0. 
Bem. Diese Ableitung der Tangentengleichung ist völlig 
von der Wahl der Variablen z, , &,, x, unabhängig, da sie im 
Grunde auf dem Taylorschen Lehrsatz beruht. Ersetzen wir 
in (12) die z; durch æ, Y, 1, die Ši durch F, 7, C, so erhält 
man zunächst z · ejes +y. cje ĉn fes = Ound wenn man 
nach dem Eulerschen Satz über homogene Funktionen 
õjlêt = — E-Ten setzt, die aus den Elemen- 
ten der e bekannte Form ( — $) - (F Ce 
+(y—n)-Eflön=0. Es wäre aber umständlich, aus dieser 
Form Gleichung (12) abzuleiten, da hierzu eine "allgemeine 
Transformation zu Dreieckskoordinaten nötig wäre. 

f 41. Zweite Methode des Überganges von Punkt- zu 
Linienkoordinaten und umgekehrt. Die Gleichung der 
Tangente (oder des Berührungspunktes) gibt ein Mittel an 
die Hand zu einer oft bequemen Form des Überganges 
von Punkt- zu Linienkoordinaten (oder umgekehrt). Ist 
fix, , £2, 25) = 0 die Gleichung der Kurve und nennen 
wir die Koordinaten der Tangente in einem Punkte (Ei; $>, Ez) 
der Kurve 21, %, , 4, , so ist nach (12) 


(14) du = f] EI: dw = jo E, O U, fc Eg 
Aus diesen drei Gleichungen und aus F (Ei; $2, E3) = o 
sind &,, &, Sz und # zu eliminieren. Da die u; den 
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CJ, $; proportional sind, erhält man mittels des Theorems 
über homogene Funktionen 

(15) % El ＋ Ua Èo ＋ % E 0, 

welche Gleichung an Stelle von f = 0 treten kann. Im 
Wesen ist natürlich diese Methode mit der in Nr. 35 dar- 
gestellten identisch. 

Dieselben Gleichungen (14) erhält man übrigens auch, 
wenn man die Aufgabe, die Einhüllende der Geraden (15) 
zu bestimmen, für den Fall, daß die Veränderlichen der 
Gleichung F (Ei, &, &) = 0 genügen, mittels der sog. 
Methode der unbestimmten Koeffizienten löst“). Denn 
man hat dann f = 0 mit (15) mittels eines Parameters & 
linear zu verbinden und diese Gleichung nach den drei 
vorkommenden Variablen Ei, é, S3 zu differenzieren. 
Daraus entstehen die Gleichungen (14). Für den umge- 
kehrten Übergang hat man in (14) nur Punkt- und Linien- 
koordinaten zu vertauschen. 


Beisp. Wir wollen mittels der zuletzt angegebenen Methode 
nun die Gleichung 
= Mirw + 4 = O 
(vgl. S. 10) wieder zu Punktkoordinaten transformieren. Nach 
(14) hat man für die Koordinaten des Berührungspunktes einer 
Tangente (u, v, w) 
dx = 6oldu=12u, ey = ðpjôv = Miu, 
2 = Coldw = 544v w 
oder 
rr = Aue, y=9w, Tz=18ivw. 
Hieraus ergibt sich durch eine kleine Rechnung 
ou = 3yizy, ov=z, ow=2yyi. 

Setzt man diese Werte in die Gleichung von ꝙ ein, so er- 
hält man nach Division mit 4. 272% und Quadrierung die 
Gleichung 

2 A=, 
d. i. die kubische Parabel. Die Vertauschung von v, w bzw. 
y, z ergibt die semikubische Parabel. 


*) Vgl. z. B. Salmon-Fiedler, Höhere Kurven, S. 92 93. 
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42. Dualität der Singularitäten. Plücker hat in 
seiner Theorie der algebr. Curven auf Grund der oben 
zitierten Auffassung der Kurvenerzeugung die Entstehung 
der Singularitäten und ihr gegenseitiges Entsprechen aus- 
führlich erläutert, indem er die Bewegung der erzeugenden 
Elemente als diskontinuierlich annahm, d. h. die Kurve 
durch einen Polygonzug ersetzte. Heute ist der Gedanke 
nicht mehr so neu und wir können uns wesentlich kürzer 
fassen, nachdem wir die Plückersche Auffassungsweise 
schon in Nr. 40 benutzt haben. 

Einem Doppelpunkt als einem Punkt der Kurve, in 
welchem diese zwei verschiedene Tangenten hat, entspricht 
in der reziproken Kurve eine Tangente, die von der Kurve 
in zwei verschiedenen Punkten berührt wird, eine sog. 
„Doppeltangente“. Damit eine Kurve Doppelpunkte habe, 
muß ihre Punktgleichung Bedingungen erfüllen, Doppel- 
tangenten hat jede ganz allgemeine Ordnungskurve (s. die 
Quartiken der Fig.17 v.S.34). Andererseits ist der Doppel- 
punkt ein Vorkommnis der allgemeinen Klassenkurve, 
während eine Tangentialgleichung Bedingungen erfüllen 
muß, damit die ihr entsprechende Kurve Doppeltangenten 
haben soll. Sind die beiden Tangenten des Doppelpunktes 
oder die beiden Berührungspunkte auf der Doppeltangente 
konjugiert imaginär, so ist der Doppelpunkt, bzw. die 
Doppeltangente isoliert. Fallen die Tangenten des Doppel- 
punktes zusammen, so entsteht die Spitze; fallen die Be- 
rührungspunkte der Doppeltangente zusammen, so entsteht 
die Wendetangente. Jede allgemeine Ordnungskurve hat 
Wendetangenten, jede allgemeine Klassenkurve Spitzen. 
Die Wendetangente berührt in drei zusammenfallenden 
Punkten, von der Spitze aus gehen drei in eine einzige zu- 
sammengefallene Tangenten an die Kurve. 

Nun kann ja jede Kurve nter Ordg. bzw. »ter Klasse 
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in Punkt- oder Linienkoordinaten dargestellt werden. Wenn 
sie aber (für n> 2, bzw. v > 2) keine Punktsingularitäten 
(Doppelpunkt, Spitze) hat, so hat sie bestimmt Linien- 
singularitäten (Wende- und Doppeltangente), ist also als 
Klassenkurve nicht allgemein, und umgekehrt. Selbst- 
verständlich gibt es auch Kurven, die beide Arten von 
Singularitäten haben. Über die möglichen Anzahlen dieser 
Singularitäten und über die gegenseitigen Beziehungen 
dieser Anzahlen hat Plücker Formeln gegeben, die wir 
im zweiten Bändchen allgemein ableiten werden. Wirsahen 
aber schon in einem speziellen Falle, daß eine Spitze (Wende- 
tangente) die Klasse (Ordnung) einer Ordnungskurve 
(Klassenkurve) um 3 erniedrigte (vgl. Beisp. 1 v. Nr. 35). 
Im folgenden wollen wir noch ein Beispiel geben für eine 
Kurve mit Doppelpunkt. 

Beisp. Wir wählen das Descartessche Blatt mit der 
Punktgleichung (vgl. S. 23) 
(A) F 34 = 0 
und setzen gemäß (14) 

vu = r? —ayz, GY = =- arz, 97 = —axy, 
dazu nach (15) 

uz+vy+uwz=(. 

Aus diesen Gleichungen ist z , y , 2, ® zu eliminieren. Um 
zunächst z zu entfernen, b bilden wir 

buw = wr? — ay- -wz= wr +ausy-+avny:, 

vw = wy —axr-wz=aur H avry ＋ 9 . 
woraus folgt 

20 1 = wr? avy’, 
28 v =aur ＋ 20 % 
Es ergibt sich sonach 
w — a 1 20 2 = 2 u (uw — ar), 
( — a° u v) y? = 29w (vw — au). 

Multipliziert man diese beiden Gleichungen und setzt æ 
= d°w?ja’, so erhält man die Gleichung von (A) in Linien- 
koordinaten 
(B) (w? — a’ un)? = 4a {u w = a v) (v w — au), 


80 III. Die Kurven als Tangentengebilde. 42. 43. 


also eine Gleichung vierter Klasse. Der Doppelpunkt hat sonach 
die Klasse 6 der allgemeinen Kubik um 2 erniedrigt. 
43. Typische Gleichungsformen in Linienkoordinaten. 
An der Hand der Gleichung (B) des vorigen Beispiels wollen 
wir jetzt einige der für Punktkoordinaten aufgestellten 
Sätze über Gleichungsformen in Linienkoordinaten um- 
deuten. Gleichung (B) ist von der Form 
(16) L AOX. 
Betrachten wir zuerst die Ausdrücke Y, O, X. Diese las- 
sen sich selbst durch Nullsetzen alle auf die Form (16) 
bringen. Wäre (16) in Punktkoordinaten geschrieben, 
so würde Kurve (16) nach Nr. 12 durch die Schnittpunkte 
von O, Yund von X, Yhindurchgehen, dort aber überall 
die Tangente mit O bzw. X, gemein haben. Faßt man (16) 
als Tangentialgleichung auf, so muß demnach Kurve (16) 
die gemeinschaftlichen Tangenten von O und Y selbst zu 
Tangenten und die Berührungspunkte auf diesen Tangenten 
mit O gemeinsam haben. Dasselbe gilt für X und W. 
Beisp. 1. Wir wollen nun an Gleichung (B) direkt anknüpfen. 
Es sind u = O, v = 0 die Gleichungen der unendlich fernen 
Punkte der æ- bzw. 
Achse, w=0 die Glei- 
chung des Anfangs. 
punktes. yY = w? 
-auv=0 stellt 
demnach einen Kegel- 
schnitt dar, der die 
Linien «u = 0, w=0 
und v=0, 0 = 0, d. i. 
die Achsen, zu Tangen- 
ten hat. Die Berüh- 
rungspunkte liegen in 
= O und = O. D. 
h. der Kegelschnitt Y 
ist eine gleichseitige 
Hyperbel. In ähnlicher 
Weise findet man, daß 
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© und X Parabeln sind mit dem Scheitel im Ursprung und der 
z- bzw. y-Achse als Achse) (Fig. 33). 

Nun haben ® und W die Tangente w = 0, v = O (y-Achse) 
gemeinsam, X und Y die Tangente w = 0, u = 0 (x-Achseı. 
Beide Achsen berühren O bzw. Xim Anfangspunkt. Dort muß also 
auch die Kurve jede Achse berühren. Damit ist der Knoten in 
Linienkoordinaten aufgezeigt. Außerdem haben O und W die 
Tangente u = Id. v = Ia, = 1 gemeinsam, X und aber die- 
selbe Tangente. Für diese Tangente darf man also den eben ge- 
machten Schluß nicht wiederholen (vgl. Nr. 12). Sie ist vielmehr 
singulär, also im gewöhnlichen Falle Doppeltangente, eventuell 
Wendetangente. Wir wissen, daß letzteres der Fall ist und daß der 
Berührungspunkt im Unendlichen liegt. Dieser unendlich ferne 
Punkt hat die Gleichung u — v = 0. Setzt man in der Tat in 
(B) u = v, so ergibt sich zunachst (w — au)’ = O, also u = 1/4, 
v= 1/0, 1 als Tangente von diesem Punkte aus, doppelt 
gezählt. Der Rest der Gleichung liefert w + au = +2au, 
d.i. nochmals w — au = O, also dieselbe Tangente im ganzen 
dreifach und außerdem w + 3a u = 0. Das ergibt mit u = v zu- 
sammen die einfache Tangente u = —1/3a , v = —1/3a, w = 1 
(eine zur Asymptote parallele Tangente an die Schleife). Die 
Tatsache, daß von dem Punkte u — v = O eine dreifach zählende 
Tangente an die Kurve geht, kann sowohl eine Wendetangente 
anzeigen (ebenso wie die Tangente einer Spitze mit der Kurve 
drei zusammenfallende Schnittpunkte hat), als auch eine Doppel- 
tangente, auf der dann der Punkt u — v = O der eine Berührungs- 
punkt wäre (ebenso wie auch die eine Tangente eines Doppel- 
punktes dort mit der Kurve drei zusammenfallende Schnittpunkte 
hat). Wollte man die Entscheidung darüber unabhängig von 
Punktkoordinaten treffen, so würde man wohl am besten die 
fragliche Gerade als Achse einführen (vgl. das folgende Beisp.) 
oder man müßte die allgemeine Formel für die Tangenten eines 
Doppelpunktes (vgl. Nr.1 7) in Linienkoordinaten übertragen. 

Schreibt man (B) mittels der Transformation u = —z/r? 


) Man findet die Punktgleichungen dieser Kegelschnitte: 
Y=4ry-a=0,0=Y7?—-4ar=0,X=sr—A4Lay=0. 
Allgemeiner kann man sagen, daß (16), wenn W, O, X linear 
sind, sowohl in Punkt- als in Linienkoordinaten ein System 
(Büschel-Schar) sich doppelt berührender Kegelschnitte darstellt 
(vgl. S. 22). Die Hyperbel ¥ möge der Leser ergänzen. 


Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 6 
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t = —y r?°. w = in Punktkoordinaten, so erhält man die Polar- 
reziproke des Descartesschen Blattes in bezug auf einen Kreis 
um den Doppelpunkt. Die Kurve ist vierter Ordnung, hat eine 
unendlich ferne) Doppeltangente und eine Spitze mit der Tan- 
gente y — x = 0. Ihre Gleichung lautet, für b = ria, z = 1 
(A) {zy — F = 40% ＋ h by) 

Die Diskussion aus der Form (16) heraus möge der Leser 
in Analogie zum Obigen selbst machen (Fig. 34). 


* Fig. 84. x 


Beisp. 2. Wir wollen in demselben Sinne noch die Gleichung 
D) wu, — 4 = 0 


betrachten für ein beliebiges Koordinatendreieck (vgl. Fig. 35). 
Wir sehen, die Kurve hat die Geraden u, = O, a, = und 
uù, = 0, uz = O zu Tangenten. Die Gleichung des Berührungs- 
punktes auf der letzteren wird gegeben durch dieniedrigsten Glie- 
der in uz, u, (bei u, = 1). also durch u, = 0 . Die Tangente dieses 
Punktes ist also einfach. Der Punkt u, = O ist aber, da für 
ihn drei Tangenten zusammenfallen (uł = 0), eine Spitze. Die 
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Gleichung des Berührungspunktes auf u, O. u, = 0 wird 
gegeben durch u: = O. Diese Tangente ist also Doppeltangente 
mit zusammengefallenen Berührungspunkten. d. h. Wendetan- 
gente. Wir sehen, daß die Diskussion in Linienkoordinaten 
das nämliche ergibt. was wir schon früher abgeleitet haben 
(vgl. Nr. 24). 


Fig. 35. 


44. Formen der Kurven 3. Klasse. Leicht macht 
sich der Leser jetzt eine Vorstellung von den Grundformen 
der Linien 3. Klasse. Der .„Serpentine“, d. i. dem unpaaren 
Zug mit 3 Wendepunkten, der den Hauptbestandteil jeder 
nichtsingulären Ordnungskubik bildet, entsprichteinZugmit 
drei Spitzen (, Dreispitz). Es gibt Formen, beidenen der Drei- 
spitz ganz im Endlichen liest. Die drei Spitzentangenten 
gehen immer durch einen Punkt (vgl. Beips.2 v. Nr. 30). 
Dem etwa vorhandenen Oval der Ordnungskubik entspricht 
wieder ein Oval bei der Klassenkubik. Das Oval der Ord- 
nungskubik muß aber offenbar so liegen, daß es von keiner 
Tangente der Serpentine getroffen wird. Denn jede solche 
Tangente würde das Oval in zwei Punkten, die Kurve also 
in 4 Punkten schneiden. Dualistisch übertragen heißt das, 
das-Oval der Klassenkubik muß so liegen, daß von keinem 
Punkte des Dreispitzes aus eine Tangente daran gelegt 
werden kann. Das Oval muß also dem Dreispitz die kon- 
kave Seite zukehren. Auch das Oval kann ganz im End- 
lichen liegen. Man braucht nur den Mittelpunkt des Grund- 


6* 


84 III. Die Kurven als Tangentengebilde. 44. 


kegelschnittes der polaren Übertragung in das Oval der 

Ordnungskubik zu legen, so erhält man ein Klassenkubik 
von der Gestalt der Fig. 36. 

Dem Zusammenschrumpfen des Ovals einer Ordnungs- 

kubik zu einem isolierten 

Punkt entspricht die Ver- 

dehnung des Ovals einer 

Klassenkubik zu einer iso- 

lierten Geraden (Doppel- 

tangente). Das Oval muß 

dann aber erst durch die 

hyperbolische Form gegan- 

gen sein (Fig. 37), worauf 

der hyperbolische Zweig 

Fig. 36. immer flacher und flacher 

gemacht werden kann. Die Formen mit reell berührender 

Doppeltangente erhält man, wenn man in Fig. 36 oder Fig. 37 


— 


Fig. 37. 


den Zwischenraum g immer schmäler werden läßt. Die 
Kurve springt dann sozusagen an dieser Stelle auf, und 
es entstehen die Formen der Figuren 38 und 39. Diese 
Kurven sind dann (vgl. II. Bändchen) nur mehr von der 
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vierten, während die der Figuren 36 und 37 von der 
6. Ordnung sind. Läßt man in Fig. 39 die beiden Asym- 
ptoten zusammenfallen, so wird die Doppeltangente zur 
Wendetangente und man erhält die schon oft behandelte 
zu sich selbst reziproke Form der Fig. 35, wobei allerdings 
der Wendepunkt ins Un- 
endliche zuliegen kommt 
(andere Art des Über- 
gangs Theorie d. alg. K. 
S. 38). Löst man in 
Fig. 38 (oder 39) die 
Doppeltangente im ent- 
gegengesetzten Sinne 
auf, so kommen deren 
unendliche Teile außer- 
halb der Berührungs- 
punkte zur Geltung, und 
man erhält aus Figur 38 eine Form wie Figur 40. Wären wir 
von Figur 39 ausgegangen, so hätten wir eine Kurve mit 
vier reellen Asymptoten erhalten. Die Form der Fig. 40 
entspricht dua- 
listischderForm 
der Kurve I in : 
Fig. 14 (S. 32) 
und kann nicht 
insEndlichepro- -- 
jiziert werden. Fig. 89. 
Diese Art der Übergänge kann man schwerlich voraussehen 
und es ist unerläßlich, daß sich der Leser etwa ein System 
wie Fig. 14 wirklich polarisiert“), um in solchen Betrachtun- 
gen Übung zu gewinnen. Ebenso müssen wir es dem Leser 


Fig. 88. 


*; So wollen wir kurz sagen für: „durch Polarenbildung an 
einem rue ins Dualistische überträgt“. 
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überlassen, sich die angegebenen Formen in verschiedenen 
Lagen zur unendlich fernen Geraden darzustellen. 

Beisp. Im Vorübergehen haben wir schon eine Kurve 
4. Ordnung erwähnt. die drei Spitzen hatte, die Kardioide (S. 63), 
Fig. 38 stellt diese Kurve dar. Ihre Gleichung war. auf das 
Dreieck der Spitzen bezogen. 


Fig. 40 
(A) Fa 214% — Hz’ - 458 K 
Wir wollen Sehen. ob das Wirklich eine Kurve $ 3. 3. Klasse ist. 
Nimmt man Zz = , so kann man die Gleichung (A) in folgen- 


der Weise umformen 

S — i iF 287 
Wenden wir nun eine imaginäre Kollineation an, indem wir 
„ =—iy, E=ix(fn=xy) und für | wieder z setzen, so 
geht die Gleichung über in 


zy=Y+2]zy-+a)z, 


was mit K 8 
zy=(y+12)'z 

oder mit PER 

(B) PY JI = 0 


gleichbedeutend ist, wenn man nur jeder Wurzel das doppelte 
Zeichen teilegt. S Statt (B) schreibt man noch etwas einfacher 


(Division mit }xyz} 
(B*) 1 E 20 
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v4) 


Diese Kurve (B*} ist von der Kardioide prajektiv nicht ver- 
schieden. Nur sind jetzt die 3 Spitzen reell, dafür ist aber die 
Doppeltangente isoliert. Die Kurve bildet einen „Dreispitz. 
Zur Transformation in Linienkoordinaten setzen wir nach Nr. 41 


dBu=-iet, ðv =y È, bw = iri, 
oder 

rut r r =y, Tut = z7 i 
so daß die Tangentialgleichung von (B*) lautet 
(C r 2 70 0 


Dies ist tatsächlich eine Kurve 3. Klasse, wie aus der rezi- 
proken Gleichung, die wir schon betrachtet haben S. 10} her- 
vorgeht. Daß (O) die isolierte Doppeltangente u =v=w(=]} 
hat, sieht man, sobald (C) von den Kubikwurzeln befreit ist“). 

Die ganze Betrachtung ändert sich nicht, wenn man an 
Stelle von x, /, z beliebige Dreieckskoordinaten und an Stelle 
von u, v, w die entsprechenden homogenen Linienkoordinaten 
setzt. Nimmt man das Koordinatendreieck gleichseitig und die 
Punktkoordinaten (Linienkoordinaten) direkt den Abständen von 
den Seiten (Ecken) proportional, so ergibt sich die sog. „Stei- 
nersche Kurve“ (1856). auch „dreispitzige Hypozykloide“ ge- 
nannt. die eine Menge der merkwürdigsten Eigenschaften besitzt. 
Die Gerade u = v = w ist dann die unendlich ferne Gerade 
(vgl....). Eine Transformation zu rechtwinkligen Koordinaten 
würde ergeben, daß die unendlich ferne Gerade die Kurve in 
den imaginären Kreispunkten berührt (Spez. K. S. 142 fl.). 

45. Kurven gleicher Potenz in Linienkoordinaten. 
Die Kurven 4. Klasse sind natürlich in ihren Formen weit 
reichhaltiger, als diejenigen 3. Klasse und wir wollen hier 
nur (in Analogie zu Nr. 20) diejenigen Grundformen be- 
trachten, die sich aus zwei Kegelschnitten durch, Auflösen“ 
der Doppeltangenten herleiten lassen. Dieses Auflösen ist 
analytisch natürlich wiederum durch kleine Konstanten- 
änderungen in der Tangentialgleichung bedingt. Insbe- 
sondere werden alle Doppeltangenten der Kurve zu glei- 
cher Zeit gelöst, wenn statt G (%, v) = 0 geschrieben wird 


*) Die Kubik des Beisp. 2 von Nr. 4 hat demnach den isolierten 
Doppelpunkt z=y= -a. 
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S (% e) ＋ ô= 0. Je nachdem ò positiv oder negativ ge- 
nommen wird, erfolgt die Lösung in dem einen oder an- 
deren Sinne (vgl. Nr. 44). Man kann auch hier die Kurven 
(u, v) + ô = 0 als Kurven gleicher Potenz in bezug auf 
B(u,v)=0 (was Ø = 0 auch vorstellen möge) betrachten. 
Denn es läßt sich auch bei Linienkoordinaten der Ausdruck 
Dig, To) geometrisch darstellen, wenn o, vo die Koor- 
dinaten irgendeiner Geraden sind (vgl. die Fußnote von 
S. 14). Diese Kurven gleicher Potenz haben dann mit 
G selbst und untereinander keine gemeinsamen Tangenten 
als die vom Anfangspunkt aus, von denen jede »-fach zählt, 
wenn ® die Klasse » hat. Die Gleichung kann ja ge- 
schrieben werden ®(u,v,w) ＋ ôw” = 0. Da die Lage 
des Anfangspunktes der Koordinaten aberimmer willkürlich 
ist, im Gegensatz zur Lage der unendlich fernen Geraden, 
die der Kurve eine bestimmte Gestalt zuweist, hat auch die 
Bildung der Kurve gleicher Potenz einer gegebenen Klassen- 
kurve bei kleinem ô keinen so anschaulichen Charakter wie 
bei einer Ordnungskurve. Dies vor allem deswegen nicht, 
weil die Kurve Ø — ô = 0 die Kurve Ø = 0 sehr wohl 
schneiden kann, wie wir sofort genauer sehen werden. 

46. Formen der Kurven 4. Klasse. Wir betrachten 
zuerst das Unifolium (s. S. 35), das sowohl allein als zu 
zwei, drei bis vieren eine Kurve vierter Ordnung darstellen 
kann. Es ist das ein paarer Zweig mit einer Einbuchtung, 


9 


Fig. 41. 
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der also zwei Wendepunkte hat, denen eine Doppeltangente 
(„Doppeltangente erster Art“) gegenüberliegt. Die Polari- 
sation gibteinen ZugmitzweiSpitzenund einem Knoten, den 
man nichtunpassend „Steigbügel“ genannt hat (vgl.Fig. 459. 
Solange die 8 
Ordnungs- 
quartik aus ei- 
nemUnifolium 
besteht, kann 
auch die ent- 
sprechende 
Klassenquar- 
tik ganz im 
Endlichen lie- 
gen, da man 
den Mittel- 
punkt des Grundkegelschnittes zur Polarisation in einen pas- 
senden Punkt im Innern des Unifoliums legen kann. Die 
Reziproke einer aus zwei Unifolien bestehenden Quartik 
(vgl. Fig. 42) geht aber mindestens zweimal durchs Unend- 


QAQ 


Fig. 4. Fig. 45. 
liche, da von jedem Punkt der Ebene an die Kurve der 
Fig. 42 mindestens zwei reelle Tangenten gehen. Fig. 43 
zeigt die reziproke Kurve. Sie ist dort aus den beiden Kegel- 
schnitten abgeleitet durch „Auflösung“ der beiden end- 
lichen Stücke, die auf den zwei gemeinsamen Tangenten 


Fig. 43. 
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der Kegelschnitte zwischen den Berührungspunkten liegen. 
Die Kurve hat außer den zwei Doppelpunkten, die zu je 
einem Spitzenpaar gehören, noch weitere 4 Doppelpunkte. 


un Es sind das die Bilder derjenigen 
(O NY: 4 Doppeltangenten von Fig. 42, die beide 
NG „ Unifolien berühren („Doppeltangenten 
4 j^) zweiter Art“). Die 8 Überschneidungen 

f D 2 der Kurve mit dem zugrunde gelegten 

5 Kegelschnittepaar (K,. K,) entsprechen 
Fig. 46. den 8 Doppeltangenten. die in Fig. 42 


die Quartik mit dem Paar der Grundkegelschnitte gemein 
hat. In beiden Figuren handelt es sich um Kurven gleicher 
Potenz“ in bezug auf das Kegelschnittepaar. Die Gleichung 


Fig. 47. 


der Kurven hat also die Form Ki K, + ô = O, wo Kis Ka 
entweder in Punkt oder in Linienkoordinaten geschrieben 
zu denken sind. 
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Wohl gibt es auch eine Klassenquartik, die aus zwei 
ganz im Endlichen liegenden,, Steigbügeln“ besteht (Fig. 4 4). 
Dann sind aber zwei Doppeltangenten vorhanden, die 
zwei Doppelpunkten der reziproken Ordnungsquartik ent- 
sprechen (Fig. 45). Die beiden Doppelelemente gehören 
in jedem Falle auch dem zugrunde gelegten Kegelschnitte- 
paar an, wie die Figuren zeigen. Die anderen beiden Doppel- 


Fig. 48. 


elemente sind aufgelöst. Die Gleichungsform ist hier 
Kı Ka + ôG =0, wobei G im einen Falle die Ver- 
bindungsgerade der beiden gemeinsamen Doppelpunkte, 
im anderen Falle den Schnittpunkt der beiden erhalten 
gebliebenen Doppeltangenten repräsentiert. 

Erteilt man ô das entgegengesetzte Vorzeichen, so tritt 
bei der Ordnungskurve Trennung an denjenigen Knoten 
ein, wo vorher Verbindung hergestellt worden war (Fig. 46). 
Bei der Klassenkurve werden die unendlichen statt der 
enälichen Teile der Doppeltangenten aufgelöst, so daß die 
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neue Kurve nicht mehr ins Endliche projiziert werden 
kann (Fig. 47) .). 

Löst man in Fig. 46 die zwei noch vorhandenen Knoten, 
beide im gleichen Sinne, so erhält man entweder eine Kurve 
mit vier Unifolien (s. S. 34) oder eine mit zwei Bifolien, 


Fig. 49. 


die sich der Leser leicht selbst vorstellt. Die zwei ent- 
sprechenden Klassenkurven sind in den Figuren 48 und 49 
abgebildet“). Man entnimmt leicht der Anschauung, daß 
eine Kurve mit vier Unifolien im ganzen 28 reelle Doppel- 
tangenten hat. Entsprechend kann man an Fig. 48 28 reelle 
Knoten abzählen, wenn man die Äste nur weit genug ver- 
längert. Daß dies die Maximalzahl für Quartiken überhaupt 
) Die Asymptoten mußten hier und bei den folgenden Figuren 
wegbleiben, da sie zu nahe an die Kurvenäste herantreten. 


Figuren von Klassenquartiken veröffentlichte zuerst F. Klein 
1874 u. 1876. š 
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ist, werden wir im II. Bändchen nachweisen. Die Möglich- 
keit ihrer realen Existenz hat Plücker (1839) durch die 
Aufstellung der Gleichung einer Quartik mit 4 Unifolien 
zuerst gezeigt. 

47. Kurven 4. Klasse mit Wendetangenten. Wir 
wollen die Herstellung derjenigen Klassenquartiken, die 
dem Ringtypus (s. S. 35) und den andern in Fig. 17 gezeich- 
neten Figuren entsprechen, dem Leser überlassen und hier 
nur noch Ordnungsquartiken mit Spitzen ins Dualistische 


Fig. 50. Fig. 51. 
übertragen, um von Klassenquartiken mit Wendetangenten 
eine Vorstellung zu geben. Da wir schon an einem Bei- 
spiel (S. 86) sahen, daß eine Kurve 4. Ordnung mit drei 
Spitzen (und einer Doppeltangente) die Klasse 3 erhält, 
können wir einstweilen vermuten (und werden es im 
II. Bändchen beweisen), daß eine Kurve 4. Klasse mit 
drei Wendepunkten eine Ordnungskubik mit Doppelpunkt 
ist. Wir wollen uns deshalb zunächst Ordnungsquartiken 
mit zwei Spitzen und einem Doppelpunkt herstellen. Wenn 
man sich zwei Kegelschnitte zuerst in der Art der 
Figur 50 verändert denkt, dann die entstandene Kurve 
verzerrt, so daß nach Übergang durch einen dreifachen 
Punkt die Kurve der Fig. 51 entsteht, so kann man die 
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beiden unteren Schleifen in Spitzen übergehen lassen. Man 
erhält dann die Kurve der Fig. 52, d. i. eine Steigbügel- 
form mit einer Einbuchtung. Es ist sofort ersichtlich, 
daß diese Kurve zu sich selbst reziprok ist. Sie ist also 
4. Klasse und 4. Ordnung. 


* 
N . 
N 


X 
FEN 
—— 
Fig. 22. 


Einen anderen Typus einer Ordnungsquartik mit 
zwei Spitzen und Doppelpunkt erhält man aus der Kurve 
der Fig. 53, wenn man dort die beiden äußeren Schleifen 


5 — 


\ \ 7 S / 


Fig. 54. Fig. 55. 
zu Spitzen macht (Fig. 54). Auch diese Kurve ist zu sich 
selbst reziprok. Durch Auflösen der in den Figuren 52 
und 54 noch vorhandenen Doppeltangenten erhält man 
aber sofort allgemeinere Klassenquartiken (6. Ordnung) mit 
je zwei Wendetangenten, von denen wir die endlichen 
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Formen noch wiedergeben (Fig. 55 und 56). Wir über- 
lassen dem Leser, die Doppeltangenten im anderen Sinne 
zu lösen, an den Knoten der entstehenden Kurven zu ver- 
binden oder zu trennen. was zu immer neuen Formen Ver- 
anlassung gibt*). Während die Kurven 4. Ordnung beson- 
ders in zwei neueren amerikanischen Dissertationen (Ruth 
Gentry 1596; W. G. Bullard 1899) auf der von Zeuthen 
(s. S. 35) gegebenen Grundlage ihrer Gestalt nach er- 
schöpfend klassifiziert wurden, gibt es eine ähnliche Dar- 
stellung: für Klassenquartiken noch nicht. 

Beisp. Läßt man eine Strecke von der Länge a zwischen 


zwei senkrechten Achsen gleiten, so gilt für die Abschnitte m, 
n auf den Achsen immer die Gleichung m’ + n? = . Da 


Fig. 56. Fig. 57. 
m=—1liu, n=— lir, so hat man sofort die Tangential- 
gleichung der erzeugten Kurve als u”? ＋ v? = a? oder 
(A) (ue + uw? = a ue. 


Die Kurveist4. Klasse (Fig.57) und charakterisiert sich sofort 
als eine Polarreziproke zur Bernoullischen Lemniskate (S. 61), 


#) Mehrere andere Formen siehe in der Theorie d. alg. K. S. 284/6. 
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sowie zur Kreuz- oder Kohlenspitzenkurve (S. 56). Die Achsen 
sowohl (u = O, w = O und v = 0, w = 0) als die unendlich 
ferne Gerade (u = O, v = 0) sind Doppeltangenten (vgl. Nr. 17). 
Die Berührungspunkte ergeben sich nach dieser Nr. durch die 
Gleichungen a° u? = w° und a? v = w? als die Punkte x = +a, 
y = +a auf den Achsen, durch w? + v? = O als die imaginären 
Kreispunkte auf der unendlich fernen Geraden. Setzt man aber 
2. B. 20 au in (A) ein, so ergibt sich v* = 0 , d. h. alle vier 
Tangenten von diesem Punkte aus fallen in die z-Achse. Wir 
erklären das so, daß der Punkt eine Spitze ist, deren Tangente 
für drei zählt, während sie in dem anderen Punkte die Kurve 
nochmals berührt. Aber dieser andere Punkt ist, wie alle vier 
weiteren Berührungspunkte, selbst eine Spitze. Die Kurve 
hat also sechs Spitzen (darunter zwei imaginäre) mit drei 
Spitzendoppeltangenten (den Achsen und der unendlich fernen 
Geraden), die den Inflexionsknoten der oben erwähnten Kurven 
dualistisch entsprechen. Sie heißt „Astroide" (Littrow 1838) 
und hat die leicht aus (A) zu erlangende Punktgleichung 


G zË + y? = aÈ 
(J. Hermann 1715), die, idh der Art von Gleichung (B*) auf 
S. 96 behandelt, die Ordnung 6 erkennen läßt. 

48. Kurvendiskussion in Linienkoordinaten. Es lag 
nicht in unserer Absicht, systematisch alle Regeln, die wir 
in Punktkoordinaten bisher gaben, auf Linienkoordinaten 
zu übertragen. In konkreten Fällen ist es nicht schwer, 
die Übertragung vorzunehmen. Die direkte Diskussion in 
Linienkoordinaten allein ist praktisch nicht besonders vor- 
teilhaft, vor allem, weil das Verhalten der Kurve im Un- 
endlichen nicht deutlich hervortritt. Wir wollen aber doch 
wenigstens ein charakteristisches Beispiel für eine solche 
Diskussion geben. 

Beisp. Die Kurve mit der Gleichung 
(A) (u + w) (2u + w) (3 u + uw) + Jr 0 
(Beisp. von Reuschle) hat für positives å die Form der Fig. 58 
(vgl. Fig. 37 auf S. 84). Durch die Klammerausdrücke des ersten 
Gliedes sind die Punkte z = 15 K 2, K 3 (A, B, O der 
x-Achse dargestellt, v = 0 ist der unendlich ferne Punkt der 
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y-Achse, w = 0 ist der Anfangspunkt C. Die Form der 
der Gleichung z zeigt nach Nr. 43 an, daß die Kurve in den Punk- 
ten A, B, von den Parallelen zur y-Achse berührt wird. 
In welcher Weise diese Berührung stattfindet, kann man 
durch Betrachtung der Vorzeichen des Klammerproduktes 
der Gleichung (A) feststellen. Ein Ausdruck II = xu + fr 
y- w wird 0 für die Koordinaten u, v, w aller Geraden, die 
durch den Punkt z, = ar, 
Yo = fiy gehen, er wird © 
für den Anfangspunkt (u 
= , v =0, 0 = 0). 
Variiert man also eine Ge- 
rade (u, v, w)in der Ebene, 
so wird TI nur dann das Zei- 
chen wechseln, wenn die 
Gerade durch den Punkt 
(£o; Yo) und wenn sie durch 
den Anfangspunkt geht. 
Nun ist z. B. die Klammer f 
(u — w) positiv für die n Fig. 53. 
endlich ferne Gerade(u = 
v=0, w= 1). Diese klemmer wird also negativ nur 
für die Koordinaten (u, v, w) von Geraden, welche die 
-Achse zwischen O und 4 treffen. Ebenso werden (2 + w) 
und (3u + w) nur negativ für Gerade, die zwischen O und B, 
bzw. O und C hindurchlaufen. Das ganze Klammerprodukt i in 
(A) kann also nur negativ werden für Gerade, die zwischen O 
und A oder zwischen B und C durchgehen. Die Kurve (A) 
kann also, da das zweite Glied der Gleichung wesentlich positiv 
ist, nur Tangenten haben, die die Strecken O4, bzw. BC treffen. 
Man kann sich das bequem durch Strichelung dieser Strecke ver- 
anschaulichen und findet nach dieser Signierung ohne Schwierig- 
keit, daß durch B und C ein hyperbelförmiger Zweig gehen muß. 
Man erkennt auch, daß die hohle Seite des Zweiges durch 4 
nach rechts gekehrt sein muß. 

Nun ist die Gleichung (A) auch erfüllt durch diejenigen drei 
Geraden, für die eine der drei Klammern und zugleich w = O ist. 
Das ist aber in jedem Falle die Gerade u = O, w 0, d. i. die 
Abszissenachse. Die drei Tangenten von w = 0 aus fallen also 
in eine einzige zusammen und der Anfangspunkt charakterisiert 
sich demnach als Spitze mit der z-Achse als Tangente (vgl. die 
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entspr. Betrachtungen über die Wendetangente S. 9). Da- 
nach muß die Tangente. die den durch 4 gehenden Zweig er- 
zeugt, sich so drehen, daß sie schließlich mit der x-Achse zu- 
sammenfällt, ohne daß sie jedoch andere Teile dieser Achse trifft 
als die Strecke O A. Da eine Klassenkubik Doppelpunkte nicht 
hesitzen kann (weil von einem solchen Doppelpunktaus vier zu je 
zweien zusammenfallende Tangenten an die Kurve gingen), 
werden die Zweige durch O und 4 mittels zweier Spitzen sich 
in einen einzigen vereinigen müssen. Da v nur quadratisch in der 
Gleichung vorkommt, ist die Kurve gegen die x-Achse symme- 
trisch. Aus dieser Symmetrie folgt ohne weiteres auch, daß die drei 
Spitzentangenten sich in einem Punkte treffen. — Wie hat man 
sich den Übergang durch 4 = O zu negativen å vorzustellen? 


IV. Höhere Singularitäten. Näherungs- 
kurven. 

49. Superlineare Zweige. In allen unseren Beispielen 
haben wir bisher nur die sog. „einfachen Singularitäten“ 
eingehender besprochen, Doppelpunkt und Spitze als Punkt- 
singularitäten. Doppel- und Wendetangente als Liniensin- 
gularitäten. Lediglich der I-fache Punkt, speziell der 
dreifache, wurde erwähnt (vgl. Nr. 16). Wir stellten uns 
denselben aber nur so vor, daß durch ihn die Kurve -mal 
hindurchginge, ohne daß einige der k Zweige sich dort 
berührten. In dieser einfachen Form ist der k-fache Punkt 
leicht verständlich. Jede durch ihn gehende Gerade hat 
mit der Kurve, wenn sie nicht gerade mit einer der * Tan- 
genten des Punktes identisch ist, * zusammenfallende 
Schnittpunkte. Jeder der * (, linearen“) Zweige hat in dem 
Punkte eine einfache Tangente. Der gewöhnliche /-fache 
Punkt ist eine reine Punktsingularität. Ihm entspricht als 
reine Liniensingularität die k-fache Tangente mit * ein- 
fachen Berührungspunkten. 

Nun kann es aber vorkommen, daß irgendwelche Tan- 
genten des A-fachen Punktes als solche mehrfach zählen, 
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auch ohne daß sie etwa anderswo noch die Kurve berühren. 
Es darf nur einer der Zweige eines Doppelpunktes. um 
den einfachsten Fall zu erwähnen, eine Wendetangente in 
dem betreffenden Punkte haben. Dann ist die Singularität 
sowohl Punkt- als Liniensingularität. So betrachteten wir 
ja schon Kurven mit drei Inflexionsknoten, in denen beide 
Doppelpunktstangenten dreipunktig berührten (S. 56). 
Ebenso sind Doppeltangenten, die in Spitzen berühren 
(vgl. die Astroide S. 95) als gemischte Singularitäten an- 
zusehen. So einfach und anschaulich liegt aber die Sache 
bei höheren Singularitäten häufig nicht. Oft hat ein k-facher 
Punkt nur eine einzige Tangente, die selbst /-fach zählt. 
D. h. irgendeine durch den Punkt gehende Gerade hat 
dort & zusammenfallende Schnittpunkte mit der Kurve und 
von den durch irgendeinen Punkt der Tangente gehenden 
Kurventangenten sind l in dieser Tangente selbst ver- 
einigt. Man sagt dann. die Singularität bestehe aus einem, su- 
perlinearen Zweig“ von der Ordnung A und der Klasse I. Im 
allgemeinsten Falle besitzt eine höhere Singularität mehrere 
superlineare Zweige. 

Beisp. 1. Wir be- al 
trachten die Kurve mit 
der Gleichung 
A) Party. 
Sie ist im Endlichen 
geschlossen und hat im 
Anfangspunkteinen drei- 
fachen Punkt, dessen 
einzige Tangente die 
x-Achse (/ 0) ist (vgl. 
Fig. 59). Um zu sehen, 
ob diese Tangente auch 
als solche singulär ist. 
könnten wir einen will- 
kürlichen Punkt /(x=«, 
y = 0) auf ihr annehmen, Fig. 59. 
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durch ihn das Geradenbüschel legen y=4(x—a), mit diesem 
die Kurve schneiden und die Diskriminante 4 der resultierenden 
Gleichung in x aufstellen. So viele Wurzeln 4 = O die Glei- 
chung 4=0 hätte, so viele Tangenten von P aus an die 
Kurve fielen in y = 0 zusammen. Dieses Verfahren ist aber 
nicht kürzer, als wenn wir die Tangentialgleichung der Kurve 
( bilden. die uns darüber direkt belehren wird. Wir setzen 
nach Nr. 41 
Bu = 4, dv=4if—3yz, fw = —y?. 

Hier können wir 0 = 1 nehmen, weil sich # doch aus der 
Gleichung herausheben muß, und erhalten unter Benützung der 
Gleichung u x -+ vy + wz = 

r peen pemn Lee $= 
* = ru, y=-JjJu, wz=—uļłu+vļw. 

Setzt man diese Werte in (A) ein, so ergibt sich nach einer 
kleinen Rechnung 
(B) 256 20 (v + w)? 27 . 
als Gleichung von (A) in Linienkoordinaten. Die fragliche 
Tangente ist u = O, w O. Wir erhalten die Gleichung der 
Berührungspunkte auf ihr, wenn wir die niedrigsten Glieder 
in u, w gleich O setzen (für v = 1). Es ergibt sich nur w = 0. 
D. h. die æ-Achse berührt im Anfangspunkt nur einfach. Die 
Singularität ist also eine reine Punktsingularität, trotzdem die 
drei Tangenten des dreifachen Punktes in eine einzige zusammen- 
gefallen sind. Man nennt sie „Spitzpunkt“ (Ordnung T = 3, 
Klasse ! = 1). 

Die Kurve (A) hat auch in dem Punkte M(x = O, =I; 
v -+ w = 0) eine Besonderheit; denn die Gleichung kann ge- 
schrieben werden y’(y— 1) = zt. Daß der Punkt selbst nur 
ein gewöhnlicher Punkt der Kurve ist, sieht man schon daraus, 
daß die Gerade x = O dort nur einen Schnittpunkt mit der Kurve 
hat. Tangente ist im Punkte M schon wegen der Symmetrie 
die Gerade y — 1 = 0. Gleichung (A) ergibt für den Schnitt 
4. = O, d. h. die Tangente berührt vierpunktig. Nimmt man auf 
ibr irgendeinen Punkt an, etwa den unendlich fernen, für den 
u = Q ist, so gibt Gleichung (B) die Berührungspunkte der 
Tangenten von diesem Punkt aus. Für u = 0 ergibt sich aber 
w 0 und (w + w)? = O. D. h. von dem Punkte u = 0 geht 
eine einfache Tangente aus, die im Anfangspunkt berührt und 
drei zusammenfallende Tangenten, die in M berühren. Diese 
Betrachtung genügt vollkommen und erweist den Punkt M als 
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.„„Flachpunkt‘, der zum Spitzpunkt reziprok ist (Ordnung k = 1, 
Klasse! = 3). Wir empfehlen aber dem Leser, die Gleichung der 
Kurve (B) so zu transformieren, daß die Geradey=1 eine Koordi- 
natenseite wird (unter Belassung deranderen Koordinatenseiten). 
Nach dem Verfahren von S. 73/74 4 erhält man die Transformations- 
formeln 2 = u’, v = v’, w = w’ — v’. Setzt man diese Werte 
in (B) ein und läßt die Striche an den Koordinaten wieder weg, 
so ergibt sich als neue Tangentialgleichung 
(B*) 256 205 (w — v) = uf. 

Jetzt hat die Tangente in M die Koordinaten u = O, w = O. 
Für die Berührungspunkte ergibt sich aber jetzt (niedrigste 
Glieder in u, w für v = 1) wè =0. Die Tangente ist also 
wirklich dreifache Tangente. Vom Berührungspunkt M selbst 
aus [w = 0 in (B)] gehen natürlich vier zusammenfallende Tan- 
genten an die Kurve (u? = 0). Daraus darf man aber nicht auf 
die Klasse der Singularität einen Schluß ziehen; denn auch vom 
Anfangspunkt [w = v in (B*)] aus gehen vier zusammenfallende 
Tangenten (u! = O) an die Kurve, wie ja sowohl die Gerade 
y = 0, als die Gerade y = 1 die Kurve in vier zusammenfal- 
lenden Punkten schneiden“). 

Wie besonders deutlich die Gleichung (B*) zeigt, ist die 
ganze Kurve zu sich selbst reziprok. Man kann sie in der Tat 
aus einer Kurve wie Fig.52 von S. 94 sich hervorgegangen denken 
(vel. das 2. Bändchen). 

Beisp. 2. Das Bild ändert sich sofort völlig, wenn wir die 
Kurve 
D y . T 
betrachten. Wie die vorige ganz im Endlichen gelegen, hat sie 
im Anfangspunkt. jedoch eine Singularität zweiter Ordnung 
(Tangenten y? = 0). Daß dies aber, wie es dem oberflächlichen 
Betrachter scheinen könnte, keine Spitze ist sieht man daraus, 
daß y = O zu der Gleichung æ = 0 führt. Übrigens wäre eine 
Spitze schon deswegen unmöglich, weil die Kurve beide Achsen 
zu Symmetrieachsen hat. Die Gestalt der Kurve findet man 
ja leicht, indem man ein paar Punkte berechnet. Daß die Kurve 
in den Punkten x = O, = +1 Flachpunkte hat, erkennt man 
wie im vorigen Beispiel. Die vertikalen Tangenten berühren 


*) Es hätte auch keinen Wert, mittels öfjöz = O oder sonstwie 
die horizontalen Tangenten zu suchen. Denn man kann aus dem 
Ergebnis in keinem Falle entnehmen, in welcher Vielfachheit die 
Tangenten zu zählen sind. 
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in den Punkten z = y = 1}2. 
Man sieht, daß die Kurve aus zwei 
kongruenten Blättern besteht, die 
sich im Anfangspunkt berühren 
(Fig. 60). Dort ist ein sog. „Be- 
rührungsknoten‘ oder „Selbstbe- 
rührungspunkt‘“, 

Die Untersuchung, in welchem 
Grade die Tangente dieses Berüh- 
rungsknotens singulär ist, gestaltet 
sich hier wesentlich schwieriger. 
Da sie aber lehrreich genug ist, 
wollen wir die Mühe nicht scheuen. 
Wir stellen die Tangentialgleichung 
der Kurve auf, nach dem Verfahren 
von Nr. 34, das immer zum Ziele 
führt. Zuerst sei bemerkt, daß für 
eine Gleichung 

ar +a * ＋ dr ＋ a ＋ d, = O0, 
wenn man 

A = a} — 3a, a, + 12a,a,, 

B = 27a} a, + 27a, a} + 2a} — 724, 2 d — 94, a,a, 
setzt, die Diskriminante 4 gegeben ist durch 

274 = 4d 2. 

Eliminieren wir nun aus (J) und u x + vy + 1 = Odie Vari- 
able x, so erhalten wir 

27 (u! + . + 4 y? + y? (6 22 e u) 4 4vy + 1=0 
und es ergibt sich hiernach 

A = uwt (ut — 122 + 12), B= 2u° (180 — 2 + 36), 
woraus nach einiger nicht ganz müheloser Rechnung die Glei- 
chung folgt, gleich in homogener Form geschrieben, 

ut (ut + yt — 20 2 w? 3 Sw*) — 16 (22 — w?) w? = 0 8 
Daß aus (w +w)? = 0 unter anderem ut = 0 folgt, weist 
wieder auf die beiden Flachpunkte v + w = 0 hin. Für die Be- 
rührungspunkte auf der singulären Tangente u=0,u=0, 
wegen deren wir die Transformation gemacht haben, erhalten 
wir aber durch die Koeffizienten der höchsten Potenz von 2 


*) Vgl. die Algebra von O. Pund, Leipzig, G. J. Göschen 1897, 
S. 231. Dort ist das Vorzeichen des letzten Gliedes von B unrichtig. 


Fig. 60. 
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(x°) die Gleichung «w? = 0. Die Tangente zählt also wie der 
Punkt zweifach. Der Berührungsknoten hat die Ordnung k = 2 
und die Klasse I= 2, ist also zu sich selbst reziprok. 


50. Leichtere Bestimmung von Ordnung und Klasse 
einer Superlinearität. Wenn man bedenkt, daß das vorige 
Beispiel eines Berührungsknotens das allereinfachste dieser 
Art ist, so wird man die Behandlung höherer Singularitäten 
auf diesem Wege für aussichtslos halten. Die letzte Be- 
merkung beim Beispiel 1 der vorigen Nummer aber weist 
einen Weg, wie man l sofort bestimmen kann, wenn F und 
die Punktgleichung der Kurve bekannt ist. Jede Gerade 
durch den ausgezeichneten Punkt schneidet ja den super- 
linearen Zweig in k zusammenfallenden Punkten. Nur die 
ausgezeichnete Tangenteselbsthatnoch mehr Schnittpunkte. 
Um wieviel mehr? Von jedem ihrer Punkte gehen I zusam- 
menfallende Tangenten an dieKurve. Die zugehörigen Be- 
rührungspunkte sind alle auch im singulären Punkt ver- 
einigt. Sie vermehren die Anzahl der zusammenfallenden 
Schnittpunkte der singulären Tangente um J, so daß die 
Gesamtzahl k +! wird. Wenn nämlich eine sich um einen 
einfachen Kurvenpunkt drehende Gerade in die Tangente 
übergeht, tritt allemal ein neuer Schnittpunkt dazu, und 
wir können uns vorstellen, daß dies bei unserer Singularität 
I-mal eintritt. Da nun die Zahl der zusammenfallenden 
Schnittpunkte der singulären Tangente, sowie auch die Ord- 
nung aus der Punktgleichung ohne weiteres ersichtlich 
ist, erhält man auch die Klasse J jedesmal mit Leichtigkeit. 
Wäre die Tangentialgleichung und somit auch die Klasse 
gegeben, so. wird die Zahl * — !, wie eine dualistische 
Betrachtung ergibt, durch die Anzahl der zusammenfallen- 
den Tangenten bestimmt, die von dem singulären Punkt aus 
an die Kurve gehen. Der Berührungsknoten des vorigen 
Beispiels zeigt dieses dualistische Verhalten sehr deutlich. 


104 IV. Höhere Singularitäten. Näherungskurven. 51. 


51. Näherungskurven für singuläre Punkte. Die 
Spitzpunktsparabel. Einen wirklichen Beweis konnten 
wir in der vorigen Nummer für die dort plausibel gemachte 
Tatsache nicht geben. Will man das Verhalten einer Kurve 
in einer Singularität näher studieren, so ist es eben un- 
möglich, mit der ganzen Kurvengleichung zu operieren. Man 
wird vielmehr zweckmäßig Näherungskurven verwenden, 
wie solche für einfache („lineare“) Kurvenzweige durch die 
ersten Glieder einer Taylorschen Reihenentwickelung ge- 
geben sind. Lange vor Taylor. schon um das Jahr 1669, 
hatte aber Newton, zunächst zum Zwecke der Gleichungs- 
auflösung, ein Verfahren angegeben und es in einem Briefe 
von 1676 durch eine graphische Methode erläutert und ver- 
bessert, mittels dessen er aus einer unentwickelten alge- 
braischen Funktion von x, y die eine Variable in eine nach Po- 
tenzen der anderen fortschreitende Reihe entwickeln konnte. 

Dieses Newtonsche Verfahren haben dann Stirling, 
de Gua und Cramer (vgl. Seite 6) auf die Untersuchung 
von Kurven angewendet und es so erweitert, daß es ins- 
besondere auch für Entwickelungen in singulären Punkten 
brauchbar wurde. Die Reihen werden für superlineare 
Zweige von allgemeinerer Art, als die Taylorsche Reihe, 
indem sie nicht mehr nach ganzen Potenzen fortschreiten “). 
Um gleich zu zeigen, wie man auf solche Weise Näherungs- 
kurven erhält, nehmen wir das oben erwähnte Beispiel der 
Kurve y3 = zt + yt. Wir setzen die Gleichung einer 
Näherungskurve versuchsweise = A undsuchen, indem 
wir diesen Wert in die Gleichung einsetzen, A und ô zweck- 
mäßig zu bestimmen. Die Substitution ergibt die Gleichung 
(1) + Ma — s = O. 

*) Auf die moderne Grundlegung der Theorie dieser Reihen, die 
von J. Puiseux (1850) e wurde, können wir in diesem 


Bändchen nicht eingehen. gl. Pascals Repertorium d. höh. Math., 
2. Aufl., Bd. II, 1. Hälfte, Leipzig 1910, S. 294. 


x 
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Diese Gleichung liefert die Schnittpunkte der „höheren 
Parabel“ y i, mit der Kurve. Da ô im allgemeinen 
keine ganze Zahl ist, kann man ohne nähere Bestimmung 
weder den Grad der Gleichung angeben, noch auch, welches 
die höchsten oder niedrigsten Glieder sind. Wir suchen 
nun zunächst ô so zu bestimmen, daß mindestens zwei der 
Exponenten gleich werden, und zwar sollen dies dann die 
niedrigsten Exponenten sein. Der Grund hierfür wird gleich 
ersichtlich werden. Nachdem wir die Möglichkeit 40 = 3 ô 
zu setzen, ausgeschieden haben, können wir versuchen 
40 = 4, also ö=1 zu setzen. Dann würden aber die 
beiden zugehörigen Glieder den Exponenten 4, das letzte 
Glied den Exponenten 3 erhalten, entgegen unserer Absicht. 
Es bleibt also übrig 3 ô = 4, ô = $ zu setzen. Dann lautet 
die Gleichung 


(2) Ma (1 — Mt 0 
oder nach Division mit x* 
(3) itct + (1 — 400 = 0. 


Wenn wir in (2) den Bruchexponenten beseitigen, so 
sehen wir erstens, daß die Gleichung, wie es sein muß, vom 
16. Grade ist und daß man sie mit x!? dividieren kann. 
Bei beliebigem A fallen also 12 der 16 Schnittpunkte der 
Parabel y3 = ir mit der Kurve in den Anfangspunkt. 
Dadurch nun, daß in (2) gerade die niedrigsten Glieder 
wenigstens in der Zweizahl auftreten, können wir eine 
noch weitergehende Annäherung für den Anfangspunkt 
erzielen. Wenn wir nämlich im vorliegenden Falle A so 
wählen, daß 43 = 1 wird, verschwinden diese niedrigsten 
Glieder und es fallen dann alle 16 Schnittpunkte in den 
Ursprung. Nun weiß man, daß die nr 43 = 1 drei 
Wurzeln 4, = 1, J, = 4(— 1 + iy3) hat, und wir er- 
halten also drei voneinander verschiedene Reihenentwick- 
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lungen für den Anfangspunkt, die drei „Partialzweigen“ 
entsprechen. Von diesen Partialzweigen, die zusammen 
den einen „superlinearen Zweig“ bilden, sind zwei imaginär 
und wir können diese, da sie für die äußere Erscheinung 
der Kurve nicht in Betracht kommen, hier übergehen. Die 
eine reelle Reihenentwicklung beginnt also mit y= 73 
und die „Spitzpunktsparabel“ / = z+ gibt die Gestalt 
der Kurve in der Nähe des Anfangspunktes getreu wieder. 
Sie hat dort dieselbe Sin- 
gularität, wie die Kurve 
selbst (vgl. Fig. 61). Da 
sie sich aber sehr leicht zu 
Linienkoordinaten trans- 
formieren läßt, kann man 
das Verhalten des Spitz- 
punktes als Klassensingu- 
larität ohne Mühe direkt 
erkennen. Man erhält als 
Fig. 61. Tangentialgleichung 
27 7 = 256 %, woraus man sofort w = 0 als Berüh- 
rungspunkt der Tangente u = 0, w = 0 findet. Mithin 
erhält man das schon S. 100 abgeleitete Resultat, daß der 
Spitzpunkt überhaupt keine Liniensingularität ist. 


52. Die Flachpunktsparabel. Wir wollen in gleicher 
Weise die Kurve 


(4) 14 7% — 1) 0 

betrachten. Es ist das dieselbe Kurve, wie die eben behan- 
delte, nur umgeklappt um die Gerade y = 4. Die Tan- 
gente des Anfangspunktes ist y = 0. Der Punkt ist also 
für Punktkoordinaten einfach (k= 1). Aber y = 0 gibt 
xt = 0, nach Nr. 50 muß demnach Z= 3 sein. Setzen 
wir y = 4g? , so gibt es die Möglichkeiten 4 gleich 4 6, 
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36,26 oder ô zu setzen. Aber nur im letzten Falle wer- 
den die zwei betreffenden Glieder die niedrigsten der 
Gleichung. Wir haben nun noch, um eine weitere An- 
näherung zu erzielen, / = 1 zusetzen, 
und zwar gibt es hier nur diesen einen | 
Wert von J. Der Zweig ist wirklich 
„linear“. Als Näherungskurve erhält 
man die „Flachpunktsparabel“ y = & 
(Fig. 62). In Linienkoordinaten lautet 
die Gleichung 27u* = 256v w? , die 
für die Berührungspunkte auf u = 0, 

w = 0 die Gleichung w? = 0 ergibt. 
Die Klasse J ergibt sich also direkt zu 

l = 3. Die Näherungsparabel hat hier 
allerdings nur 10 Schnittpunkte mit 
der Kurve im Anfangspunkt gemein. Natürlich hätte die 
Kurve y = qt + /, 

die ganz ähnlich aus- 

siebt wie die mit der 

Gleichung y? = gt 

+ , aber keinen 

dreifachen Punkt in 

w= 0, y= 0 hat, für 


| 
| 

den Flachpunkt diesel- 

be Näherungskurve er- 

geben, die hier alle 

16 Schnittpunkte mit | 
| 


Fig. 62. 


der gegebenen Kurve 
im Anfangspunkt ge- 
mein hätte. Fig. 63. 

Bem. Vielleicht hat 
der Leser selbst schon bemerkt, daß die Spitzpunktsparabel und 
die Flachpunktsparabel projektivisch identisch sind. In ihren 
Gleichungen erscheinen nur y, z bzw. v, w vertauscht. Ver- 
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tauscht man aber y oder z mit x, so erhält man eine hyper- 
bolische Form, 2. B. y? x = 2+, wo die Achsen jetzt die Tan- 
genten der beiden unendlich fernen Singularitäten dies. Das 
drückt sich in der durch Fig. 63 charakterisierten Weise aus. 
Die endliche Form all dieser Kurven ist eben durch Fig. 59 
gegeben. 

53. Näherungskurven des Berührungsknotens. Der 
Berührungsknoten bietet auch bei dieser neuen Art der 
Behandlung Interessantes. Wir hatten die Gleichung 
y? = zt yt. Setzen wir y= s, so ergibt sich 
2222? = gt ie und man findet ohne weiteres ô = 2 
und å? = 1. Es ist also eine aus zwei reellen linearen 
Zweigen (für A=-+1) bestehende Superlinearität vorhan- 
den, die die beiden gewöhnlichen Parabeln y = +x? als 
Näherungsparabeln hat. Das charakterisiert den Berüh- 
rungsknoten. Sämtliche 16 Schnittpunkte liegen im 
Anfangspunkt. Die Transformation zu Linienkoordinaten 
ergibt, wenn man die Gleichungen der zwei Parabeln multi- 
Pliziert, ut — 16 27 = 0, also xw? = 0 als Gleichung der 
Berührungspunkte für die Tangente u = 0, 20 = 0 it 
die Singularität als doppelt in bezug auf Punkt u - 
gente erwiesen ist. Alle Rechnungsschwierigkeit&® sind 
jetzt beseitigt nach Einführung der ersten Glieder der 
Reihenentwicklungen an Stelle derKurvengleichung selbst. 

Wir wollen dasselbe Beispiel gleich benutzen, um zu 
zeigen, wie man ein zweites Glied der Entwicklung be- 
stimmen kann. Zu diesem Zwecke setzen wir / = £? + u s? 
in die Gleichung ein. Dadurch erhalten wir 

2 u e 2 + u? Te = 8 + 4 gE+r6 + 6u?g?ëtt 7 

+ AM 4 utet, 

Hier muß man schon einigermaßen herumprobieren, 
um zu sehen, daß es zwei Möglichkeiten gibt, bei denen 
die Gleichsetzung zweier Exponenten zugleich diese Ex- 
ponenten zu den niedrigsten werden läßt. Dies tritt näm- 
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lich dann ein, wenn erstense + 2 = 2, also e = 2 gesetzt 
wird. Die beiden zugehörigen Glieder werden dann 4. Ord- 
nung, alle übrigen 8. Ordnung und man erhält u = —2. 
Dann wird aber y = — x? und es ergibt sich also nur die 
andere, schon oben gefundene Näherungsparabel. Die 
zweite Möglichkeit ist € + 2? = 8 , e = 6 zu setzen. Man 
erhält dann u = +. Die entstehende Gleichung hat Glieder 
vom 8., 12., 16., 20. und 24. Grade und es fallen 12 Schnitt- 
punkte von den vorhandenen 24 in den Anfangspunkt. 
Die Näherungskurve heißt jetzt y = x? -+ $x% und ist 
natürlich durch die entsprechende y —x® — Y zu 
ergänzen. 

Beisp. Schon die beiden ersten Parabeln zeigen bei der 
soeben behandelten Kurve an, wie die Zweige in dem singulären 
Punkt zu durchlaufen sind. Nach dem bloßen Ansehen der Fig. 60 
könnte man ja auch glauben. es stießen von rechts und links 
je eine Spitze zusammen. Aber es ist offenbar, daß dann die 
Kurve mindestens von der 6. Ordnung sein müßte. In der Tat 
hat eine Kurve mit der Gleichung / = x° + %, die im übrigen 
ganz ähnlich verläuft, wie die der Fig. 60, eine solche Singulari- 
tät im Ursprung. In der Nähe der Punkte x = 0, y = +1 ist 
diese neue Kurve noch flacher als die vorige, da die Tangente 
dort 6punktig berührt. Auch könnte man etwa meinen, in Fig. 60 
hingen die beiden Blätter durch zwei Wendepunkte zusammen. 
Aber auch dann müßte die Kurve mindestens 6. Ordnung sein. 
Eine solche Singularität besitzt die Kurve y? = x° + y® im An- 
fangspunkt. Im übrigen verläuft sie ganz ähnlich, wie die Kurve 
y* =x + yë. Der Leser möge für diese beiden Sextiken die 
Näherungskurven des Anfangspunktes selbst aufstellen. 

Bem. Zur genaueren Bestimmung der Form einer Kurve 
ist häufig auch der Krümmungskreis von Nutzen. Die Näherungs- 
parabeln nun lassen diesen viel leichter bestimmen, alsdieKurven- 
gleichung selbst. Ihr Krümmungskreis ist ja wegen der innigen 
Berührung mit dem der Kurve identisch. Nach der Formel der 
Ditferentialrechnung E = (1 + Y erhält man für y ==’, 
also für den Spitzpunkt, den Krümmungsradius E = 0, für 
y = x: (Flachpunkt) R = oO, für die Parabel y = , also für 
die Kurve der Figur 60 R =}. 
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Schreibt man übrigens die Gleichung des Krümmungskreises 
einer Kurve für den Anfangspunkt, wo die Tangente y = O sei, 
in der Form z? + y? — 2 Ry = 0, so erhält man für diesen Kreis 
nach dem eben dargelegten Verfahren die Näherungsparabel 
* — 2K 5 = 0, die eben den Krümmungsradius R hat, da all 
ihre Schnittpunkte mit dem Kreis in den Anfangspunkt fallen. 
Für alle Punkte dieser Parabel ist 1 2 = y x°. Insbesondere 
ist dies auch für 1 0, 0 der Fall. Im Grenzwert muß 
aber der Krümmungsradius der vorliegenden Kurve mit dem der 
Parabel übereinstimmen. Die Formel 1 2 R = / v gilt also für 
jede Kurve, wenn z = 0, y 0 genommen wird. Nach dieser 


Formel läßt sich insbesondere für jede höhere Parabel y = i z? 
(ô irgendeine rationale Zahl) der Krümmungsradius des Anfangs- 
punktes sofort angeben. 

54. Die höheren Parabeln und Hyperbeln. Bevor wir 
nun dazu übergehen, das praktische Verfahren zu erörtern, 
das Newton in jenem Briefe von 1676 zum erstenmal zur 
Sprache brachte, wollen wir ein Wort über die höheren 
Parabeln sagen, deren Gleichung 
(4) y = ha? 
ist. Solche treten ja, soferne man nur eine der Achsen zur 
Tangente der Kurve im Anfangspunkt macht, immer als 
erste Näherungskurven auf, ob der Punkt eine Singularität 
enthält oder nicht. Wir deuteten schon an, daß solche 
Parabeln, zunächst für ganzzahlige Werte von ô, um die 
Zeit der Einführung der Kovrdinatenmethode ganz allgemein 
von den führenden Mathematikern betrachtet wurden, die 
bestrebt waren, deren Flächen und Schwerpunkte, sowie 
die Volumina und Schwerpunkte ihrer Rotationskörper zu 
berechnen. Fermat spricht schon 1636 in einem Briefe 
an Roberval von der „kubischen“ und der „quadrato- 
kubischen“ Parabel, welch letztere später von Wallis die 
„Semikubische“ genannt wurde. Ursprünglich kümmerte 
man sich um die Gestalt der Kurven nicht; aber schon 1656 
gab Wallis richtig an, daß bei geradem ganzzahligen ô die 
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Kurven (4) den Typus der gewöhnlichen Parabel. bei un- 
geradem ò jedoch den der kubischen Parabel haben. Daneben 
wurden auch bald die allgemeineren Kurven für rationales 
ö in bezug auf die erwähnten Verhältnisse untersucht und 
ö dabei auch negativ angenommen, was zu den „höheren 
Hyperbeln“ führte. Wir schließen negative ô zunächst aus 
und setzen ô = u/v(>1). Dann können wir sagen, wenn 
u und v als teilerfremd angenommen werden, daß die Kurven 
für ungerade u und ungerade » vom Typus der kubischen 
Parabel sind, für gerade u und ungerade » vom Typus der 
gewöhnlichen Parabel und für ungerade u und gerade v 
vom Typus der semikubischen Parabel. Der Anfangspunkt 
ist eine Singularität von der Ordnung v, und zwar in der eben 
beobachteten Reihenfolge vom Typus des Wendepunkts, 
des gewöhnlichen Punktes und der Spitze. Der unendlich 
ferne Punkt der y-Achse ist eine Singularität von der Ord- 
nung (u — r), und zwar in derselben Reihenfolge vom Typus 
der Spitze, des gewöhnlichen Punktes und des Wende- 
Punktes. Das geht alles aus der Betrachtung der Vorzeichen 
hervor. Für ö 1 vertauschen sich nur die Achsen. 

Transformiert man (4) zu Linienkoordinaten, so erhält 
man 
(5) 25508 1% = Au’, 
wenn 

A= (—1)° 1-2 (ô — 1) 1/6 

gesetzt wird. Da die Gleichung (4) in homogener Form 
lautet 21% = A xê, so sieht man, daß jede dieser „bino- 
mischen Parabeln“, wie man sie auch nennt, zu sich selbst 
reziprok ist, und zwar sind eben immer die beiden Singu- 
laritäten zueinander dualistisch. An der kubischen und 
semikubischen, der Spitz- und Flachpunktsparabel haben 
wir das ja schon deutlich gesehen. 

Für den Krümmungsradius der Kurve (4) erhält man 
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nach der Bemerkung von S. 109 einfach 27 R = x?" für 
0. Die rechte Seite ist gleich 1 für ô = 2 (gewöhnliche 
Parabel), gleich 0 für ô < 2 und gleich o für ô> 2. In 
der Tat sind die Parabeln für ô> 3 entweder Flachpunkts- 
Parabeln (ô gerade) oder, Wendeflachparabeln“ (d ungerade) 
von immer höherer Ordnung. In Fig. 64 ist noch die erste 


| 


Fig. 64. Fig. 65. 


Wendeflachparabel mit der Gleichung y = z3 dargestellt. 
Wenn ô aber ein Bruch ist, so kann die Kurve vom Typus 
der kubischen Parabel im Wendepunkt den Krümmungs- 
radius 0 oder oo haben. Das nämliche gilt von den 
Kurven vom Typus der gewöhnlichen und der semiku- 
bischen Parabel. Es kommt nur darauf an, ob òô S2 ist. 
Während z. B. bei der Spitzpunktsparabel „3 = x* der 
Krümmungsradius im Ursprung Null ist, ist er bei der 
Parabel / = z8 wieder oc. Der Spitz punkt ist hier durch 
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die Vielfachheit der Tangente schon überdeckt. Hingegen 
hat / = zô einen eigentlichen Spitzpunkt höherer Ordnung. 

Von den Wendeparabeln haben wir die Formen y = rê 
und y = mit R = schon kennen gelernt. Die. Wende- 
spitzparabel“ y? = x macht hingegen eine sehr scharfe 
Wendung im Anfangspunkt, wo R = 0 ist (Fig.65). Bei 
y3 = überwiegt schon 
wieder die vielfache Tan- 
gente. Hingegen ist % = g" 
wieder eine Wendespitz- 
parabel höherer Ordnung. 

Von der semikubischen 
Parabel / = g? wissen 
wir schon, daß der Krüm- 
mungsradius der Spitze Null 
ist (S. 12), bei der „Rück- 
kehrflachparabel“ / = x? 
herrscht die Flachheit vor 
(R = œ), y+ = 2° ist hin- 
gegen die erste „Rückkehr- 
spitzparabel“ (s. Fig. 66) 
mit sehr scharfer Spitze 
(R = O). Fig. 66. 

Die unendlichen Aste dieser Parabeln entfernen sich 
desto mehr von der y-Achse, je mehr im Punkte x = 0, 
y = œ die Flachheit überwiegt (Fig. 61 u. 66) sie nähern 
sich ihr um so mehr, als dort der Charakter des Spitzpunktes 
oder der scharfen Spitze vorherrscht (Fig. 62 u. 64). 

Die höheren Hyperbeln (ô < 0) haben nur zwei Er- 
scheinungsformen. Sie sehen entweder aus wie die ge- 
wöhnliche Hyperbel oder wie die kubische Hyperbel 
(Fig. 23 auf S. 49). Die Achsen sind ja hier zugleich die 
Asymptoten, und da Wendepunkt und Spitze immer gleich- 
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zeitig bei derselben Kurve auftreten, fallen diese beiden 
Typen in einen zusammen. Je schärfer Wendepunkt oder 
Spitze sind, desto mehr Abstand haben die Zweige von 
den Achsen, je flacher Wendung oder Spitze, desto näher 
verlaufen sie an den Achsen. Dasselbe gilt für die unend- 
i lich fernen Flach- oder Spitz- 
punkte. Die Figur 63 (S.107) 
für die Kurve gy? = 1 und 
die Fig. 67 für x yt = 1 illu- 
strieren das Gesagte. 

55. Das analytische 
Dreieck. Nun kommen wir 
zu jener praktischen Methode 
Newtons, die in der Cra- 
merschen Verfeinerung so- 
fort gestattet, die ersten Glie- 

| der der überhaupt möglichen 

| reellen Entwicklungen für 

| alle drei Koordinatenecken 
mit einem Male abzulesen. 

Newton schrieb die Glieder 

Fig. 67. einer Gleichung ohne die 
Koeffizienten nach der Art der Fig. 68 in ein Rechteck, das, 
wenn die Gleichung in bis zum ten, ing bis zum vten Grad 


Fig. 68. 


ging, ( 1) Felder in horizontaler, (»+1) Felder in verti- 
kaler Richtung hatte, und bezeichnete dann diejenigen Felder. 


55. Das analytische Dreieck. 115 


die ein Glied enthielten, das in der Gleichung wirklich vor- 
kam, mit einem Stern. Man spricht deshalb von dem „New- 
tonschen Parallelogramm“. Dieses Parallelogrammenthält 
aber offenbar nichtalle Glieder, die in der Gleichung. a „ten 
Grades vorkommen könnten. Newton kam es eben nur auf 
eine Entwicklung für den Anfangspunkt an. Schon de Gu a 
berücksichtigte auch die unendlichen Zweige und erweiterte 
das Parallelogramm zu einem Dreieck. In der Fig. 68 wären 
demnach oben noch die Felder mit den Gliedern æ2, x°y, 


Fig. 69. 


45 7%; &, K ; x, rechts die mit den Gliedern , zyt; 
y? anzufügen. Wir können, damit die gleichmäßige Berück- 
sichtigung aller Ecken in Erscheinung tritt, die Gleichung 
zuerst homogenisieren, dann, wie es schon Cramer tat, 
nur die Mittelpunkte der Felder mit Punkten bezeichnen, 
diese als Repräsentanten der Gleichungsglieder nehmen und 
miteinander verbinden. Auch werden wir die Glieder ohne 
y auf der unteren, die ohne x auf der linken Dreiecksseite 
annehmen. Dann erhält das Dreieck, das de Gua „alge- 
braisches“, Cramer „analytisches Dreieck“ nannte, die 
Form der Fig. 69, wenn wir uns auf die Glieder bis zur 
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4. Ordnung beschränken. Bei den gewöhnlichen Anwen- 
dungen werden wir in der Ecke IM einen rechten Winkel 
zeichnen und diejenigen Glieder, die in der Gleichung 
wirklich vorkommen, durch Ringelchen hervorheben. Auch 
werden wir je nach Bedarf irgendeine der drei homogenen 
Koordinaten gleich 1 setzen. 

Ist nun eines der in der Gleichung vorkommenden 
Glieder & /, so kann man in dem analytischen Dreieck 
S und j als Koordinaten (in bezug auf die Ecke III) des 
dem betreffenden Gliede entsprechenden Punktes betrach- 
ten. Setzen wir dann in der ganzen Gleichung y = 4x? , so 
wird aus unserem Gliede 4 xê" = gftn, Wollen wir 
eine Annäherung für den Anfangspunkt, der als auf der 
Kurve liegend gedacht ist, so müssen wir, wie oben aus- 
geführt, ô einen solchen Wert erteilen, daß mindestens 
zwei der Exponenten S o' den gleichen Wert y erhalten 
und y dann zugleich der kleinste Exponent der Gleichung 
ist. Wenn man nun E, n als Koordinaten auffaßt, ergibt 
sich ohne weiteres, daß alle Punkte, für die &+ödn7n=y 
ist, auch wenn deren mehr sind als zwei, auf einer 
Geraden mit dieser Gleichung liegen. Je nach den ver- 
schiedenen Werten von y ordnen sich also alle Glieder in 
parallelen Geraden an, deren Abstand vom Anfangspunkt 
// 1 + ô? ist. Wir finden also diejenigen Glieder, denen 
das kleinste y entspricht, wenn wir zwei (oder mehr) Punkte 
wählen, deren Verbindungslinie dem Anfangspunkt näher 
ist, als irgendeine Parallele zu ihr durch einen anderen 
einem Gleichungsglied entsprechenden Punkt. Wenn wir, 
wie Newton das ausdrückte, etwa von dem niedrigsten 
Glied in yallein ausgingen, an dieses ein Lineal (längs der 
y-Achse) anlegten und dieses so lange um diesen Punkt dem 
Uhrzeiger entgegen drehten, bis es auf einen oder mehrere 
weitere Kurvenpunkte stieße, so hätten wir eben nur eine 
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Entwicklung, mit der Newton sich begnügte. Wir müßten, 
wennnichtderletztevondem LinealberührtePunktein Glied 
in x allein wäre, das Lineal um diesen letzten Punkt in 
demselben Sinne weiter drehen, bis es auf weitere Punkte 
träfe und dies so lange fortsetzen, bis das Lineal bei seiner 
Drehung einen Punkt der x-Seite desanalytischen Dreiecks 
berühren würde. 

Der Leser wird bemerken, daß unsere obige Regel 
alle diese so erhaltenen Entwicklungen umfaßt. Ganz ent- 
sprechende Regeln gelten für die beiden anderen Koordi- 

. natenecken. Indem wir alle drei gleichzeitig berücksichtigen, 
können wir auch folgendermaßen sagen: Man schließe alle 
Kurvenpunkte in ein überall konvexes Polygon ein, dessen 
Ecken sämtliche selbst Kurvenpunkten entsprechen, dann 
geben die einzelnen Polygonseiten, mit Ausnahme derjeni- 
gen, die etwaaufden Seitendesanalytischen Dreiecksliegen. 
Näherungskurven für die ihnen gegenüberliegenden Ecken. 

Selbstverständlich ist das analytische Dreieck auch 
für gewöhnliche Kurvenpunkte, sofern diese nur in irgend 
einer Koordinatenecke liegen, brauchbar. Das erste Glied 
der Entwicklung gibt dann freilich nur die Tangente in 
dem betreffenden Punkt. Man bestimmt aber sofort ein 
zweites Glied mit einem neuen analytischen Dreieck. Hat 
die erste Annäherung y= J ergeben, so setzt man 
y = x? + y, in die Kurvengleichung ein und bestimmt 
yı = Axi aus dem neuen analytischen Dreieck. Man hat 
dann nur zu beachten, daß A >ô werden muß. Denn 
4= ö würde die Entwicklung nicht vorwärts bringen 
und A d könnte schließlich zu negativen Exponenten 
führen, was dem Punkt <= O, y = 0 nicht mehr ent- 
spräche. Übrigens kann der Fall 4 < ô ohnehin nicht ein- 
treten, da das analytische Dreieck schon immer den jeweils 
kleinsten Wert von ô ergibt. 
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56. Beispiele zum analytischen Dreieck. Wir nehmen 
jetzt gleich die oben behandelten Beispiele wieder vor, um 
den Nutzen des analytischen Dreiecks deutlich zu machen. 

Beisp. 1. Für die Kurve y? = zt + y* (vgl. S. 99) ist 
das bestimmende Polygon in Fig. 70 wiedergegeben. Die auf den 
Seiten des Dreiecks liegenden Polygonseiten entsprechen offen- 
bar den Schnittpunkten mit den Achsen unter Einschluß der 
unendlich fernen Geraden. Denn sie ergeben die Gleichungen 
y” = yt und zt + y*= 0. Es gibt demnach nur eine eigentliche 
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Näherungskurve y? = x*. Das analytische Dreieck ergibt also 
sofort den Exponenten und den Koeffizienten J des ersten Gliedes 
y= Js der Entwickelung. Der Nenner 3 des Bruches ô = 4 
zeigt die Ordnung der Superlinearität an, deren Partialzweige 
man erhält, wenn man alle drei Werte 1, £, £ von /I berück- 
sichtigt. Es gibt also drei Entwickelungen für den Punkt 
(darunter zweiimaginäre), diedurch Vertauschung der drei Werte 


von 1 ineinander übergehen. Im übrigen vgl. Beisp. 1 v. Nr. 49. 

Beisp. 2. Die zweite, oben betrachtete Kurve (vgl. S. 101/) 
war y? = æt + y*. Das analytische Dreieck (Fig. 71) ergibt 
sofort die Näherung / = i., also einen einzigen superlinearen 
Zweig im Anfangspunkt, der sich diesmal in zwei reelle Partial- 
zweige y = + z? spaltet, die hier durch Vertauschung der beiden 
Werte von V1 entstehen. Setzen wir nun y = z? + Y, in die 
Gleichung ein, so ergibt sich ( + y,)? = zt + (z? + )“. Man 
sieht auch ohne Auspotenzieren, daß das Glied zt wegfällt, 
so daß sich das in Fig. 72 dargestellte bestimmende Polygon er- 
gibt. Es ist nicht ohne Nutzen, die Entstehung dieses zweiten 
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Polygons aus dem ersten noch etwas näher zu betrachten. Durch 
die Substitution hat sich die Dimension der Glieder der ursprüng- 
lichen Gleichung nicht geändert. Auch im neuen Polygon liegen 
also die Glieder auf den nämlichen zwei Parallelen, deren 
eine in Fig. 71 strichpunktierte nur ein Glied enthielt. In Fig. 72 
sind aber diese Parallelen ganz mit Gliedern ausgefüllt, nur daß 
selbstverständlich das Glied 
x* fehlt. Es scheint nun, als 40 
ob es jetzt zwei Fortset- 
zungen der Reihe gäbe, da 
jetzt zwei Seiten des Poly- 20 
gons dem Anfangspunkt == 
gegenüber liegen. Aber die 
eine Seite ist die alte Be- 
stimmungslinie. Sie gibt g 
y? +22°y, = O, also ent- Fig. 72 
wedery, = O oder y, = 2. B 
Wir bleiben demnach mit ihr ganz im Bereiche der ersten 
Annäherung. Vielmehr müssen wir das Lineal um den auf 
dieser Geraden dem weggefallenen Glied zunächst liegenden 
Punkt (22 ½) drehen, bis es den nächsten Punkt der æ-Achse 
trifft. Dieser ist hier (z) und wir erhalten aus der obigen 
Gleichung 22° y, = x° oder y, = 42°. Hätten wiry = - ＋ y1 
gesetzt, so hätte sich y/ = —}x° ergeben. Demnach haben 
wir die zwei Entwickelungen, die beginnen: y = + (x? + 42°). 

Parallel zur neuen Bestimmungslinie ordnen sich nun die Glie- 
der des Polygons der Fig. 72 in 5 Parallelen an, dieden Dimensionen 
2,2, g8, 2°”, x entsprechen. Die Parallelen sind in der 
Figur gestrichelt. Auf sie verteilen sich die Glieder eines dritten 
analytischen Dreiecks, wenn man y = x? + 42° + Y, in die ur- 
sprüngliche Gleichung einsetzt, wobei zugleich das Glied x? weg- 
fällt. Der nächste Punkt der æ-Seite des analytischen Dreiecks 
ist aber offenbar der durch die zweite Parallele getroffene Punkt 
(z'°). Unser Lineal muß also durch die Punkte ( % und (2*9) 
gelegt werden. Aus der Gleichung 

( ＋ r . y)? = * ＋ (E 4 ＋ %) 

findet man, ohne daß man alles zu entwickeln braucht, als zu- 
gehörige Glieder 2x? y, + 4e = 4 - 4 2, demnach y, Fg, 
so daß die ersten 3 Glieder der beiden Entwickelungen lauten 
y = + & + 32° + ge). Auf ähnliche Weise kann man weiter- 
fahren, ohne daß die nötigen Rechnungen sich ins Unermeßliche 
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steigern. Auch läßt sich im vorliegenden Beispiel leicht er- 
kennen, daß die bestimmende Gerade sich immer um (æ y) dreht, 
während der zweite Punkt, durch den sie geht, sich beständig 
um 4 Einheiten weiter auf der x-Seite des analytischen Dreiecks 
bewegt. Man kann demnach ganz allgemein anschreiben 
= (T + 42° ＋ gie E amt Per... 

und die Koeffizienten &, B, .. durch Einsetzen dieser Reihe 
in die ursprüngliche Gleichung bestimmen. 

Beisp. 3. Legt man die Gleichung des Descartesschen 
Blattes a zy = x? + y? (vgl. S. 23) auf das analytische Dreieck 
(vgl. Fig. 73), so ergeben sich für den Anfangspunkt sofort die 
beiden Näherungsparabeln ax = 9 unday = , die in Fig. 33 
S. 80) eingezeichnet sind und die Lage der Schleife bestimmen. 


Fig. 78. Fig. 74. Fig. 75. 


Beisp. 4. Die Gleichung der Bernoullischen Lemniskate 
ist (z? / = z? — y? (für a = 1; vgl. S. 61). Das analytische 
Dreieck (Fig. 74) gibt natürlich zunächst (schwarze Punkte) nur 
die beiden Tangenten y = +? des Anfangspunktes. Setzt man 
aber y = x + y, in die Gleichung, so werden die beiden Parallel- 
reihen ganz ausgefüllt (geringelte Punkte) mit Ausnahme des 
Punktes (x°). Aus der Gleichung findet man sofort 4 = — 2x PA 
für die jetzt in Betracht kommende Bestimmungslinie, so daß 
Jı = —22° wird. Die beiden Näherungskurven lauten 
y = +(x — 22°). Der Leser möge sie sich durch Einsetzen 
einiger Werte selbst zeichnen. Sie haben Wendepunkte mit 
den Geraden y = +v als Tangenten und gehen wie die kubi- 
schen Parabeln y = 72x? ins Unendliche. 

Beisp. 5. Um auch ein Beispiel für gebrochene Exponenten 
zu geben, behandeln wir die Kardioide, deren Gleichung ist (für 
n = α I; S. S. 62) % = (r ＋ y”)? — 2 ＋ 0. Hier gibt das 
analytische Dreieck (Fig. 75; schwarze Punkte) sofort y? 2, 
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also die beiden Partialzweige y = Ti Z= Diese beiden Par- 
tialzweige sind natürlich keineswegs überhaupt imaginär, sondern 
nur auf der Seite der positiven x. Das besagt also lediglich, 
daß die Spitze nach rechts gerichtet ist. Wir wollen ein weiteres 
Glied der Entwickelung bestimmen. Durch die Punkte, die den 
Gliedern der Gleichung entsprechen, gehen im ganzen 4 Parallele 
zur ersten Bestimmungslinie. Auf diese 4 Parallelen werden 
sich die neuen Glieder verteilen, wenn wir y = 1522 + y, in 
die Gleichung einsetzen. Wir erhalten 

(y, i 2 = [2° + (y, i 0% — 2H + (y, 1½ 2210. 
und damit die in der Figur geringelten Glieder, unter denen 
natürlich das Glied (x?) fehlt. Dafür ist x* noch vorhanden. 
Die neue Bestimmungslinie geht aber nicht durch den Punkt (y}), 
da das neue Glied zê Y, aufgetreten ist. Dieses mit (x*) ver- 
bunden gibt die Bestimmungslinie. Aus der Gleichung erhält man 

2 225 = xt + 4, 

also y, = —4 1 2. Die beiden Partialzweige lauten also 
y = +i}2 (z? ). Beide zusammen geben eine Kurve 
5. Ordnung mit der Gleichung y? = —ix?(5r — 42, die im 
Wesen wie eine semikubische Parabel aussieht, aber steiler ins 
Unendliche geht, wo sie einen Wendespitzpunkt hat. 

Beisp. 6. Wenn Ọ = 0 oder Y = 0 Gerade bedeuten, die 
durch den Punkt (a, b) gehen, 4 und B aber beliebige Funktionen 
in &, y sind, die nicht verschwinden für z = d. y = b, so stellt 
die Gleichung 
0 406” = BY" 
eine Kurve dar, die im Punkte (a, b) die Näherungskurve 
(II) Xo o” = Bi y“ 
hat, wobei x, und 5% für die Ausdrücke 4 (a, 5) und B(a, b) 
gesetzt sind. 

Verschiebt man nämlich das Koordinatensystem in den Punkt 
(a, 5), so werden die Absolutglieder in A und B gleich a, und £, 
(vgl. Nr. 17), während die von O und ¥ verschwinden. O gehe 
in Oo; ¥ in W, über. Setzt man nun Ọ, = é, Wa = V, so 
ändern sich a Bo nicht und die Gleichung lantet 
(III) lu E, 1) + s = uE, n) + poln 
die, auf das analytische Dreieck gelegt, offensichtlich die Nähe- 
rungskurve 
(IV) = Bone 
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im Anfangspunkt hat. Gleichung (IV) geht aber durch Zurück- 
transformieren in (II) über. 

Der bewiesene Satz schließt die der Nrn. 12, 13 zum Teil ein. 
Wie weit er sich aber auf beliebige Funktionen O, J ausdehnen 
läßt, ist jedesmal durch Betrachtungen am analytischen Dreieck 
zu entscheiden. Für» = 1, u = 3 wäre er 2. B. im allgemeinen 
unrichtig, für» = 2, u = 3 ist er aber immer richtig. 

57. Näherungskurven für unendlich ferne Punkte. 
Wenn wir etwa für die Ecke I (y O, x = 0) des Koor- 
dinatensystems (vgl. Fig. 69 auf S. 115), die natürlich dann 
auf der Kurve liegen soll, eine Näherungskurve suchen, 
werden wir z einführen, z = 1 setzen und y nach æ in eine 
Reihe entwickeln. Ergibt sich dann 

y = N + iA L Je t... 
und ersetzt man schließlich wieder y durch % , æ durch 
4 *, indem man noch x = 1 nimmt, so erhält man eine 
Entwickelung der Art 
y = Aal! + i- - + I- nn. 

Diese Entwicklung ist auf alle Fälle absteigend. Wenn 
aber ö C1 ist, kann es zu Anfang mehrere Glieder mit 
positiven Exponenten von x geben. Es liegen dann para- 
bolische Näherungskurven vor. In der Tat ist für ö<1 
die unendlich ferne Gerade Tangente, wie man aus der 
ersten Näherungskurve y = 42° erkennt. Für ô = 1 (in 
welchem Falle y = 4 die Asymptote gibt) und ö>1 wer- 
den die Näherungskurven hyperbolisch. Im letzteren Falle 
berührt die -Achse selbst. Für die Ecke IL (x = O, z = 0) 
des Koordinatensystems lassen sich natürlich entsprechende 
Entwickelungen aufstellen. In allen Fällen, in denen 
Näherungskurven auftreten, die für unendlich ferne Punkte 
gelten, ist es zweckmäßig, in der Skizze die in Betracht 
kommenden Zweige etwas zu verdicken, wie das Reuschle 
vorgeschlagen hat. Sonst kommen leicht Verwechselungen 


x 
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vor. Im übrigen bedarf das Verfahren keiner weiteren Er- 
läuferung und wir wollen es jetzt an mehreren Beispielen 
aufzeigen. 

Beisp. 1. Für die Kurve mit der Gleichung (- — a?’ = 4ay? 
(s. S. 24) ergibt sich durch das analytische Dreieck (Fig. 76) so- 
fort die Näherung 4a y? = * in der Ecke II. Führt man z ein 
und setzt y = 1, so lautet die Gleichung 402 = , zeigt also 
einen Flachpunkt an mit z = 0 als Tangente. Das erste Glied 


der Entwicklung für die Ecke II lautet demnach x = a2 : 
Wir wollen auch hier noch ein zweites Glied der Entwicklung 


„I 


I 
0 2 a 
Fig. 76. Fig. 77. 
bestimmen. Es ist zu dem Zwecke besser, das analytische 
Dreieck so zu beziffern, wie in Fig. 77 geschehen ist. Dann 
führen wir auch i in der ursprünglichen Gleichung z ein, setzen 


y = 1 und æ = y Ja z + 41. Die neuen Glieder liegen ent- 
weder auf der ursprünglichen Bestimmungsgeraden oder auf 
Parallelen dazu (Fig. 77). Die ursprünglichen Glieder sind durch 
schwarze Punkte bezeichnet. Das Glied (z) fällt nach der Sub- 
stitution natürlich weg. Sonst treten alle mit Ringelchen ver- 
sehenen Glieder auf. Wir brauchen aber eigentlich nur festzu- 
stellen, daß die zwei Glieder = und x, zt vorhanden sind, da 
diese beiden die nächste Näherung ergeben. Man erhält aus der 
Gleichung 


G Ta zt a) — dE = 4az 
sofort: — 2a’Y4az + Ayla)’ 2t =0, oder z, = lapiaz, 
so daß die zwei ersten Glieder lauten z = 5 a2 + 20% as 21 
Führt man wieder y ein, so erhält man 
. Yaayt + 14 4a -T 
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Von jetzt ab werden natürlich alle Glieder in y negative 
Esponenten haben. Es ist selbstverständlich, daß die Bestim- 
mung des zweiten Gliedes der Entwicklung für die vorliegende 
Kurve wenig praktischen Wert hat. Denn sie macht kaum 
weniger Mühe als die Berechnung der wirklichen Koordinaten- 
werte aus der Gleichung selbst. Von desto größerer Wichtig- 
keit sind aber genauere Näherungskurven für Kurven höherer 
Ordnung, bei denen jeder wirkliche Punkt der Kurve nur durch 
ein längeres Näherungsverfahren errechnet werden könnte. 

Da dies schon das dritte Beispiel ist, bei dem wir ein zweites 
Glied der Reihe bestimmen, wollen wir eine Regelandeuten, die 
zur Bestimmung der höheren Exponenten sehr dienlich ist. Wenn 

vir hier in die ursprüngliche Gleichung x = vel einsetzen, so 

rgeben sich Glieder mit 2, 25, z*, wie ja Fig. 77 ganz deutlich 

eigt. Die Exponenten haben die konstante Differenz 2. Die 

Jifferenz der Exponenten in der Reihe für æ ist 1 —(—}), 
Aso ebenfalls 2. Ahnliches können wir an den Beisp. 2 u. 5 von 
Nr. 56 feststellen. In der Tat ist dies kein Zufall und wir wollen 
versuchen, den Zusammenhang an dem vorliegenden Beispiel 
klarzumachen. Da die erste Näherung x lat ist und durch 
die Substitution v = 42? — z, das Glied 21 verloren geht, muß 
die neue Bestimmungslinie durch den (z!) nächst gelegenen Punkt 
auf der ersten Bestimmungslinie gehen. Das ist der Punkt 
(XI 21). Dieser Punkt wird mit dem () zunächst gelegenen 
Punkt der Seite II-III verbunden, das ist mit (z). Setzt 
man nun az, 217% = f, so erhält man offenbar z, = yzt*3 
und man sieht jetzt deutlich, woher diese Vermehrung des Ex- 
ponenten um 2 kommt. Genau so verhielt es sich bei den an- 
deren Beispielen. Cramer hat diese Regel allgemein formuliert, 
und auch auf die Fälle ausgedehnt, in denen die Ordnungen der 
Glieder der Gleichung sich in mehrere arithmetische Reihen 
sondern. Dann schreiten auch die Exponenten der Entwicklung 
in mehreren arithmetischen Reihen fort. Die arithmetischen 
Reihen beginnen aber überhaupt erst dann, wenn schon so weit 
entwickelt ist, daß keine Gabelungen mehr eintreten, d. h. für 
diesen Fall, daß das Glied (x, z*) wirklich vorhanden ist. Denn 
würde etwa erst £f 21747 (o = 2, 3) vorhanden sein, so gäbe es 
noch o Werte für &. Diese Gabelungen müssen aber nach 
einer endlichen Anzahl von Gliedern aufhören, einfach deswegen, 
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weil es ja für eine Kurve nter Ordnung im ganzen höchstens n 
verschiedene Entwicklungen geben kann. 
Beisp. 2. Die vorgelegte Kurve sei eine Kubik mit der 
Gleichung 
zy=za®+brtcr+td. 
Schreibt man die Gleichung I 


homogen, so sieht man gleich, 3 3 
daß die Kurve in der Ecke II 

einen Doppelpunkt mit den 2 2 
Tangenten z = 0, 2 = 0 hat. 1 1 


Daher ist <a 0 eine Asym- 
tote und die Kurve gehtaußer- 

fem noch parabolisch durch E fï 2 3 1 0 12 3 
diesen Punkt. Das analytische Fig: 8. Fig. 79. 
Dreieck (Fig. 78) gibt die beiden Näherungskurven = d, eine 
Hyperbel, die zeigt, in welcher Weise sich die Kubik der 
Asymptote nähert, und vy = a Oder / = d, eine Näherungs- 
parabel für den parabolischen Zweig. Der Leser hat wohl schon 
gemerkt, daß er einen Tridens (s. S. 57) vor sich hat, in an- 
derer Lage zum Koordinatensystem. 

Wir gaben hier die von Newton in der Enumeratio an- 
genommene Gleichungsform. Das analytische Dreieck zeigtaber, 
welche Glieder zur Erzeugung der charakteristischen Form der 
Kurve nötig sind, welche nicht. Man sieht, daß sowohl b als c 
gleich Null sein dürfen, so daß die einfachste Gleichung eines 
Tridens lautet ry = az? +d. 

Beisp. 3. Für die Kurve 

1 (3% — 2% +a (r° — sy +y) =0 
(vgl. S. 52) haben wir seinerzeit mit einiger Mühe eine 
Näherungsparabel gefunden. Das analytische Dreieck läßt diese 
sofort als ay + 3x? = 0 erkennen, nachdem mit y dividiert 
ist. Für den Anfangspunkt ergibt das analytische Dreieck das 
Aggregat der quadratischen Glieder als die Tangenten des iso- 
lierten Punktes. 

Beisp. 4. Die Konchoide des Nikomedes entsteht be- 
kanntlich, wenn man eine Gerade um einen Punkt O sich drehen 
läßt (s. Fig. 80), und von ihrem jeweiligen Schnittpunkt P mit 
einer gegebenen festen Geraden G aus nach beiden Seiten eine 
feste Strecke PR = PR’ =I abträgt. Die Punkte E, R’ 
beschreiben die Kurve, deren Gleichung, auf O bezogen, lautet 

. 4 % ( che . = 0, 
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wenn a den Abstand des Punktes OO’ von G bedeutet. Nach 
dem analytischen Dreieck hat die Kurve für den Anfangspunkt 
die Näherung (a — P) % + a° O. Diese Gleichung gibt 
das Tangentenpaar des Doppelpunkts, der im Anfangspunkt 
liegt. Man sieht, daß für 7> a ein Knoten, für I = a eine Spitze, 
für l <a ein isolierter Punkt entsteht. Dem letzten Falle ent- 
spricht unsere Figur. Für die Ecke J zeigt das analytische Dreieck 


7 2 se 


232ͤͥ ͤ TT |. AREE y REN 
un = SEA 
| . 
f 


i 
; Fig. 80. 


die Näherung an d — 24 y + z? y? = 0, d. i. nach Ab- 
trennung des hier bedeutungslosen Faktors x? die Gleichung 
(y — a)’ = 0, welche die gegebene Gerade G als doppelt zäh- 
lende Asymptote kennzeichnet. Entwickeln wir weiter, so muß 
offenbar jetzt eine Gabelung eintreten. In der Tat, schreiben 
wir die Gleichung in /, z allein (1 + 4°) (% — 4) — F % 2 = 0 
und setzen y = az + y, , so ergibt sich 
I + {az + .- ( +y) [= 
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und das analytische Dreieck (Fig. 81) zeigt, daß zwei der (schwar- 
zen) Punkte der ersten Bestimmungslinie weggefallen sind. Die 
neue Bestimmungslinie geht durch (zt) und 2 77 und ergibt 
y= Patz = 0; also y, = +alz?, dem- 
nach die Entwicklung y = a a oder 
(y— a2)’= a? 1? zt, was einen Berührungs- 
knoten mit der Tangente y = az anzeigt. 
Kehren wir wieder zu x, y zurück, so er- 
halten m die beiden Hyperbeln z (y — a) 
= +aqal. 

58. Aufzählung der bei Quartiken 
möglichen Singularitäten. 1. Die 
Liniensingularitäten. Werbishier- 
her gefolgt ist, wird wohlimstande sein, 
auch kompliziertereKurvengleichungen zu diskutieren. Von 
großem Nutzen ist dabei allerdings, wennmandieFormender 
Kubiken und Quartiken einigermaßen kennt. Freilich konnte 
eine vollständige Übersicht über die möglichen Formen auch 
nur der Kubiken nicht gegeben werden. Doch ist es, wenn 
man die Grundformen kennt (vgl. S.46), nicht besonders 
schwierig, diese nach Artdesdurch Fig. 21 (S. 45) erläuterten 
Verfahrens in verschiedene Lagen zur unendlich fernen 
Geraden zu bringen. Wenn man versucht, sich verschiedene 
Formen von Kubiken zu skizzieren, darf man nur nie außer 
acht lassen, daß eine beliebige Tangente, besonders eine 
Asymptote, die Kurve nur mehr in einem Punkte, eine 
Wendetangente sie hingegen gar nicht mehr schneiden 
kann. Schwieriger ist die Sache schon bei Quartiken. 
Doch ist es immerhin möglich, nach den hier gegebenen 
Beispielen (vgl.S. 34) von den meisten der singularitäten- 
freien Formen eine Vorstellung zu gewinnen. Indem man 
diese in verschiedener Weise projiziert oder indem man 
statt der von uns immer benützten Ellipsen Hyperbeln, 
Parabeln oder Geradenpaare zugrunde legt, auch indem 
man von einer Kubik und einer Geraden ausgeht, kommt 


Fig. Sl. 
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man zu den Formen mit ins Unendliche gehenden 
Ästen. i 

Um aber eine Übersicht über die Quartiken mit Singu- 
laritäten zu gewinnen, wollen wir in diesem letzten Abschnitt 
noch das analytische Dreieck in systematischer Weise heran- 
ziehen. Dabei wollen wir immer voraussetzen, daß die 
x-Achse Tangente der Kurve sei, so daß also in der Glei- 
chung das Absolutglied und das Glied (x) von vornherein 
fehlen (Fig. 82). Dann erhält man als erste Näherungs- 


4 


A N 69 


0123 K* 
Fig. 82. 

kurve eine Parabel y = À x?, wo das Vorzeichen von J an- 
gibt, nach welcher Seite der x-Achse die Kurve gekrümmt 
ist. Nun wollen wir zunächst das Glied y festhalten und 
andere Glieder zum Verschwinden bringen. Wenn x? fehlt, 
so existiert die Näherungskurve y = ux?, die eine Wende- 
tangente anzeigt. Fehlt auch gë, so gibt die Näherungs- 
kurve y = v das Kennzeichen eines Flachpunktes. All 
das ist uns bekannt. Das Glied æ kann nicht fehlen, weil 
sonst die Gleichung durch teilbar wäre. Demnach sind alle 
einfachen Liniensingularitäten erschöpft. 

2. Doppelpunkt und Spitze. Nun wollen wir das 
Glied y weglassen, das Glied x? aber wieder einsetzen. Soll 
y = 0 Tangente sein, so muß jetzt z? fehlen (Fig. 83). Die 
zweiniedrigsten Glieder der Gleichung sind dann y2 und zy. 
Die Kurve hat im Anfangspunkt eine Singularität der 
Ordnung 2 mit dem Tangentenpaar y (y + xx) = 0. Für 
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die x-Achse ergibt sich sofort eine Näherungsparabel 
y + x? = 0 durch die Verbindungslinie von (xy) und 
(6 r). Ist der Faktor y auch Faktor in u, (x, y), so muß 
wenigstens das Glied x? fehlen. Die Näherungskurve lautet 
dann y + yz? = 0, der eine Zweig hat eine Wendung im 
Doppelpunkt. Dasselbe kann gleichzeitig für den anderen 
Zweig eintreten. Denn wir können durch die Substitution 
y + xr = ¢, y = die andere Tangente zur y-Achse 
machen. Dann wird, während ein Glied £? oder g, sofern 
es nicht schon vorhanden war, nicht auftreten kann, mit 
Sicherheit 7? wegfallen, 7? aber wegfallen können. Das 
analytische Dreieck sieht dann für den 
Inflexionsknoten (vgl. S. 56), wenn des- 
sen Tangenten Koordinatenachsen sind, 
so aus, wie es Fig. 84 zeigt. Der Winkel 
im Anfangspunkt mag den Winkel der 
beiden Inflexionstangenten andeuten. 
Natürlich können die Glieder dritter 
Dimension in x, y ganz fehlen. Auch 
die drei mittleren Glieder von u, (S, y) 
sind nicht nötig. So wird die einfachste Gleichung einer 
lemniskatenähnlichen Kurve, die außer demInflexionsknoten 
keine weiteren Singularitäten besitzt, lauten ry =x gt -+ 4yt* 
bei positivem & J und beliebigem Achsen winkel. 

Bem. Der sog. „isolierte Punkt“ ist vorhanden, wenn das 
Aggregat u(x, y) = O, das die Doppelpunktstangenten liefert, 
in zwei konjugiert imaginäre Faktoren (y + i — ix) = 0 
zerfällt. Dann kann (bei reeller Gleichung) das Glied x? nicht 
fehlen, sondern es fehlt xy und die beiden Glieder x” und y? haben 
gleiches Vorzeichen. Es ergeben sich zwei konjugiert imaginäre 
Entwicklungen für den Punkt. Der isolierte Punkt wird zum 
isolierten Inflexionsknoten, wenn das Aggregat u,(x, y) den 
Faktor / + A enthält. Einen isolierten Knoten, bei dem nur 
einer der Zweige eine Wendung im Doppelpunkt besitzt, kann 
eine reelle Kurve natürlich nicht haben. 


Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 9 
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Beisp. Hier sei noch die Kurve — , + z? — 24%? = 0 
als sehr spezialisiertes Beispiel einer Kurvenform angegeben, 
auf die der Leser sonst vielleicht nicht ohne weiteres kommen 
Würde. Eine Quartik kann nämlich, wie die Gestalt dieser Kurve 
zeigt (Fig. 85), auch aus zwei sich durchsetzenden unpaaren Zügen 
bestehen. 


Fig. 85. 

Es bleibt uns nun übrig, wenn wir weiterhin wieder 
von dem analytischen Dreieck der Fig. 83 ausgehen, noch 
das Glied x y wegzulassen. Dann 
sind die Tangenten der Singularität 
vereinigt in y? = O. Die Kurve hat, 
wenn das Glied x®nicht fehlt, indem 
Punkte eine Spitze, denn die Nä- 
herungskurve lautet y? + H = 0. 

3. Der Berührungsknoten. 
Fehlt nun in der Gleichung das 
Glie l , d. h. ist y auch Faktor des Aggregates us (£, Y), 
so kommen die drei Glieder y?, z2? y und x für die erste 
Näherung in Betracht (Fig.86). Eine Gleichung 
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1) y? — 24 ＋ zst = 0 
zerfällt aber p das Produkt 
2) [y — a I= à — yE o, 


das zwei sichi im Anfangspunkt berührende Parabeln dar- 
stellt. Wir haben also zwei lineare Zweige, wie beim ge- 
wöhnlichen Knoten, hier aber mit derselben Tangente. Es 
liegt ein Berührungsknoten vor. Die Zweige sind reell für 
* , konjugiert imaginär für x > 4? . Im letzteren Falle 
ist der Berührungsknoten isoliert. Der Fall z = 4? er- 
fordert eine gesonderte Betrachtung. 

Für 54 — x <A sind beide Parabeln nach derselben 
Seite gerichtet, für YA? — x> å nach entgegengesetzter 
Seite. Der Fall 34 — x = ist nur für z = O möglich, 
was ein Zerfallen der Kurve bewirken würde. Ist aber 
å = 0, d. h. fehlt das Glied æ , so ergibt sich lediglich 
ly — Y-z22)(y , also für positives x zwei kon- 
jugiert imaginäre, für negatives x zwei reelle Parabeln der- 
selben Art, wie im allgemeinen Falle. Die Parabeln liegen 
nur hier symmetrisch zur gemeinsamen Tangente. 

Beisp. 1. Um noch ein in bezug auf die Gestalt charakte- 
ristisches Beispiel zu geben (siehe im übrigen S. 102), betrachten 
wir die Kurve y? = x* — x? y (zentrischeSymmetrie!). Näherung 

fürz=0,z=0isty= -&, also dort Spitze mit z = 0 als 
Tangente. Näherung für den Anfangspunkt y=+r?. Die 
Linien y = —z’ und y = A schneiden sich in den Punkten 
x= I, 1. Keine der Näherangskurven trifft aber die 
gegebene Kurve anderswo als im Anfangspunkt. Die Parabeln 
y = +2? berühren sie dort 5 punktig, also so, daß die Kurve 
gleichzeitig überschritten wird. Da ferner z — y = 0 einfache 
Asymptote ist, muß die Kurve laufen, wie in Fig. 87 angegeben. 

Beisp. 2. Die Kurve / = a’(y’ — x°), für die "schon 
Gregorius a St. Vincentio in seinem Opus geometricum 
(1647) eine Konstruktion angab, wird gerne,, Achterkurve“ ge- 
nannt. Diese Kurve hat in y=0,z= 0 eine Singularität mit 

= 0 als Tangente, für die sich die Näherung —a? z? = y* er- 


9* 
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gibt. Die beiden Bestandteile 7 = +iax sind imaginär. Es 
liegt ein isolierter Berührungsknoten vor. 

Beisp. 3. Die Kurve x! — / — 42° y + y? = 0 möge der 
Leser selbst behandeln (Theorie d. alg. K. S. 106). 

4. Die Schnabelspitze. Wir haben nun den Fail 


genauer ins Auge zu fassen, daß die erste Näherung 


Fig. 87. 


y? — 2ix2y + xx? ein vollständiges Quadrat bildet, was 
für x = I der Fall ist. Die Gleichung der Quartik lautet 
dann 
6) YA = (ary? + Bey) + he + Say’) 

+ esy? + gyt. 

Wir haben hier gleich die Glieder derselben Ordnung 
in Klammern zusammengefaßt. Sie sind auf der rechten 
Seite der Reihe nach von der 5., 6., 7. und 8. Ordnung für 
A?. Setzt man also, um eine weitere Näherung zu 
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erhalten, y = 4x? -+ y, , so genügt es fürs erste, nur die 
Glieder 5. Ordnung ins Auge zu fassen (vgl. Fig. 86). Man 
erhält 
(£) == bh + (204 Pay + ary] 
Da å auf alle Fälle von Null verschieden ist, brau- 
chen wir nur & å + = 0 vorauszusetzen, dann gibt 
yi = (ai + hes die nächste Näherung und wir er- 
halten die Entwicklung 
(5) y JL ? aA + Bar. 
Die Kurve y = I + Az? hat ein ganz charakteristisches 
Verhalten. Vor allem zeigt das 
Glied mit dem Exponenten 3, 
daß sich die Kurve nicht nach 
der negativen Seite der Abszis- 
sen erstreckt. Der Zweig, der 
dem Pluszeichen entspricht, 
geht vom Anfangspunkt aus, 
wo er die Parabel y = åg? be- 
rührt, und steigt ohne weitere 
Besonderheiten im Innern der 
Parabel steil an (vgl. Fig. 88). 
Der zweite Zweig muß sich im 
Anfangspunkt ebenfalls der 
nämlichen Parabel anschmie- 
gen. Hieraus allein geht schon hervor, daß auch der 
zweite Zweig seine hohle Seite zunächst nach oben kehrt. 
Wir haben eine sog. „Schnabelspitze“. Dies wird noch 
deutlicher, wenn man für den zweiten Zweig die Differen- 
tialquotienten y und y” bildet. Zunächst sieht man, daß 
für y = 0 x, = () ist. Ferner gibt y = 0 die Abszisse 
für ein Maximum nämlich x, = (44/5 A)? < zo. Schließ- 
lich liefert y” = 0 die Abszisse eines Wendepunktes, näm- 


Fig. 88. 
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lich x, = (84/15 A)? <z,- Bringt man die Gleichung in 
die rationale Form (y — A = 4? x5, so ergibt sich für den 
Punkt x = 0, z = 0 als Näherungskurve die Rückkehr- 
flachparabel y? = 12 x5, die im Unendlichen einen Wende- 
spitzpunkt hat und also wie die semikubische Parabel, nur 
steiler, ins Unendliche geht. Der Charakter der Figur 88 
ist damit auch analytisch vollständig geklärt. 

Von Interesse ist noch, daß der Krümmungsradius Rder 
Schnabelspitze endlich ist. Er ist einfach gleich demjenigen 
(R = 1/24) derNäherungsparabel y = , wie manmittels 
der auf S. 110 gegebenen Formel sofort erkennt. Es er- 
scheint uns heute merkwürdig, daß de Gua die Möglichkeit 
einerSchnabelspitzenoch 1740 leugnete, nachdemschonder 
Marquis de LHospital in seiner Analyse des infiniment 
petits i. J. 1696 ihre Existenz, wenn auch nicht in 
analytischer Form, nachgewiesen hatte. Cramer folgte 
de Gua hierin nicht; aber erst Euler stellte 1751 in einer 
eigenen Abhandlung die bezüglichen Verhältnisse voll- 
ständig klar. Daß die Schnabelspitze zu sich selbst dua- 
listisch ist, zeigt eine Skizze der polarisierten Kurve. Auf 
die analytische Behandlung dieser (vgl. Theorie d. 
alg. K. S. 131) und der folgenden Singularitäten in Linien- 
koordinaten müssen wir hier verzichten. 

Beisp. 1. In ein Quadrat 4 O BC (von der Seitenlänge 2 
ist ein Kreis einbeschrieben. Durch einen Punkt P, des Kreises 
werde P, P, (P, auf O C) || BO gezogen. Der Schnittpunkt P 
von AP, und OP, durchläuft eine Kurve mit der Gleichung 

(4% — 4r y + 5 7 ＋ 2% ＋ yt) 
— 4% H N 4 =, 
wenn P, auf dem Kreise läuft. Der Leser beweise die aus der 
Fig. 89 ersichtlichen Eigenschaften der Kurve analytisch (Beisp. 
von Schoute). 
Beisp. 2. Die Kurve 
(t + % t ty) - r 2 . 40% K 0 
hat wie die vorige eine Schnabelspitze im Ursprung, besteht 
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aber aus zwei getrennten Teilen. Tangenten vom Anfangspunkt 
an die Kurve, die anderswo berühren, sind die Geraden mit der 
Gleichung y = für I = oœ, å = —4 , . Die Gerade 


Fig. 89. 
y = 1 berührt die Kurve in den Punkten x = +1. Wenn das 
freie Unifolium an den Zug mit der Schnabelspitze herantritt, 
entsteht eine Form mit Doppelpunkt (vgl. das System in Theorie 
d. alg. K. S. 111), und wenn die Schleife des Doppelpunktes sich 
zusammenzieht, eine Form mit Spitze wie im vorigen Beispiel. 
5. Der Oskula- ge 
tionsknoten. Wir neu- 
men nun an, a I + f sei i : 
gleich Null. Dann tritt in 
der Gleichung (4) kein 
Glied mit x5 auf und wir 
müssen das Glied mit 6 
noch berücksichtigen. Fig. 90. 
Dieses lautet A?(yA + o) s. Auf der Verbindungslinie 
von (y7) mit (x°) liegt aber auch das Glied z3 y, (s. Fig. 90), 
dessen Koeffizient 2x A + ß jetzt gleich æ Aist. Demnach 


`~ 
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lautet in diesem Falle die zweite Annäherung 

(6) yY = x A y + A (yl + o) &, 

die zu zwei Zweigen Veranlassung gibt: 

(7) A + GUN + Ha T OI GA 

Beide Näherungskurven sind von der Form y = A + AA, 
sie oskulieren die erste Näherungsparabel 7 = /x?, weil 
die Differenz y — y den Faktor x? vortreten läßt, und 


Fig. 91. 


sie oskulieren einander aus demselben Grunde. Die ge- 
nauere Untersuchung (ähnlich wieS.133/4)läßtdiein Fig.91 
dargestellte Form erkennen. Diese Figur setzt voraus, daß 
(wenn «> 0) A für das Minuszeichen in (7) negativ wird, 
daß also yå + ô> 0 ist“). Der wesentliche Sachverhalt 
bleibt aber für yå + ô< 0 durchaus derselbe. Den Fall 
yå + ô= 0 wollen wir gesondert betrachten. Es liegt 
also ein Berührungsknoten vor, bei dem aber die Berührung 


*) In Fig. 91 ist 2 = 1; für die ausgezogene Kurve ist ferner 
1 =1, für die strichpunktierte 1= -?. 
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der Zweige oskulierend ist. Man nennt die Singularitätdaher 
„Oskulationsknoten“. Die sich überschneidenden Zweige, 
deren gemeinschaftlicher Krümmungskreis den Radius 
R = 1/24 hat, sind notwendig beide nach derselben Seite 
gewendet. Auch der Oskulationsknoten ist zu sich selbst 
reziprok. 

Wenn yÅ -+ ô = (ist, so fehlt das Glied mit zê in (6). 
Die Bene Tale der Fig. 90 gibt also nur die eine 
Näherung yı = . ; 
Das analytische Dreieck 
liefert aber dann eine zwei- 
te Näherung, wenn man 
noch das Glied æ zu Hilfe 
nimmt. Dieses lautet eα 
und man erhält daher 
die Näherung & J y 
+ e = O oder y 
=. . Die zwei 
Entwicklungen beginnen 
also in diesem Falle so: 
(8) y A A + & iαν, T 
* = ix? - . e %% re 

Die Berührung der beiden Näherungskurven ist aber 
keine andere, als im Hauptfalle. In Fig. 92 ist außer «> 0 
auch e 0 angenommen*). Das Fehlen des Gliedes mit x? 
in der Entwicklung y” ist also unwesentlich. Ja, es kann 
sogar das Glied mit x* fehlen. Denn wenn e = O ist, tritt 
statt des Gliedes x” für die zweite Annäherung das Glied 
«3 ein. Dieses lautet Cs, die Näherung also a AT? Yi 
+ C = 0 oder y, = —g5. CI, so daß die zweite 
Entwicklung beginnt mit / = ir? — g5 - CJ, und 
anch 11 — y7 ist mit keiner höheren Potenz als x? teilbar. 


4 


*) Fig. 92 stellt die Kurven = Y 22 und y” = r dar. 
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Der Koeffizient ¢ darf allerdings dann nicht auch noch 
verschwinden, sonst wäre die ursprüngliche Gleichung 
durch y — Ar? teilbar. In allen anderen Fällen des Osku- 
lationsknotens läßt sich die Gleichung in die Form bringen 
(9) L — 4a z y)? = py? + x ry? H ery? t Y 
wo = ô 4 & ist. 

Der Oskulationsknoten ist isoliert, wenn y å + ô <0 
und y + ô| 4a ist. Wenn y å + G A ist, so 
liegt eine neue Singularität vor. 

Bem. Wir haben bisher immer x=0 vorausgesetzt. Ist 
nun etwa x = O, aber 5 20, so handelt es sich um eine 
Schnabelspitze. Wenn aber auch £ = 0 ist, so beginnen die 
beiden Entwicklungen so: y = I y +ò- x. Wir haben 
auch jetzt einen gewöhnlichen Oskulationsknoten. Wird aber 
nun hier p å + ô = 0 genommen, so erhält man als zweite An- 
näherung y} e. Das führt auf den folgenden Fall. Ist 
aber etwa auch £ = O, so läßt sich die Gleichung 

(y AN — yy? + yie y iyt = 
zerlegen in ein Produkt 

% 4 67% (y L + 0y?) = 0 
zweier sich im Anfangspunkt vierpunktig berührenden Kegel- 
schnitte (d - = —y , 8 = —)). 

Beisp. 1. Die Kurve À 

(y ER =>)? = y? (* — y’) 
hat das Aussehen der Fig. 93. Die Entwicklungen lauten 
Ans. Durch Einsetzen überzeugt man sich sofort, daß 
jede dieser Näherungskurven die Kurve im Ursprung in 7 Punk- 
ten trifft, d. h. sie schmiegt sich ihrem zugehörigen Zweig 
4punktig, dem andern dreipunktig an. Der jeweilige 8te reelle 
Schnittpunkt ist aus der Figur ersichtlich. 

Beisp. 2. Die Kurve 
y 4 — % (y x?’ — % = H y? 
besteht für u D O aus zwei ineinander liegenden durch einen 
Oskulationsknoten verbundenen Ovalen und zeigt für u = O, 
für welchen Wert die Kurve zerfällt, den Ubergang zum iso- 
lierten Oskulationsknoten beiz <0. Das äußere Oval hat eine 
Einbuchtung für = 4, einen Flachpunkt für [«[=4 und 
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eine isolierte Doppeltangente für |u| K. Den Formenwechsel 
möge der Leser selbst verfolgen. 


6. Die Oskulationsknotenspitze. Wir setzen nun 
voraus, daß außerxa7 + g = O auch v O = -A 


sei. Indem wir mit Hilfe dieser Gleichungen f und ô aus 
der Gleichung (3) eliminieren, erhält diese die Form 
TU A ee u e e ee eee a 
+ exy? + yt. 
Man kann sie demnach auch folgendermaßen schreiben 
h l — 4) — tery tyy = ape 
Fe rare 
In diese Gleichung haben wir einzusetzen 
= įr? + 4 air? -+ y- 


140 IV. Höhere Singularitäten. Näherungskurven. 58,6. 


Diese Substitution würde, obwohl Gleichung (11) immer- 
hin schon eine bessere Übersicht gewährt als Gleichung 
(10), doch viele Mühe machen. Wir sehen aber aus (6), 
S. 136, wenn wir dort y, = 3x 4x2? + y, setzen, daß die 
Glieder x? % und xë in Wegfall kommen, so daß von der 
ausgezogenen Bestimmungslinie der Fig. 90 nur das Glied 
7 übrigbleibt. Ferner wissen wir (vgl. S. 119), daß alle 
übrigen Glieder sich auf Parallelen zu dieser Bestimmungs- 
linie anordnen. Die nächst gelegene Parallele ist nun die 
durch den Punkt (P), die die x-Seite des analytischen 
Dreiecks in Punkte (2) trifft und diese Potenz ist es allein, 
die wir aus der Gleichung (11) nach erfolgter Substitution 
herauszusuchen haben. Denn (/) mit (r) verbunden, gibt 
ohne Zweifel die nächste Bestimmungslinie. Es ist nun 
nicht schwer zu übersehen, daß die Potenz x’ nur in dem 
Glied mit xy? auf der rechten Seite von (11) auftreten 
kann. Man erhält daher y3 = (e 4&7y)43 und damit 
die beiden Entwicklungen 8 i 
(12) y A + 4x år + ijile + N) 7. 

Der Exponent 5 zeigt hier wieder an, daß eine Spitze 
vorliegt, und zwar nennt man diese höhere Singularität 
„Oskulationsknotenspitze“. Sie sieht aus wie eine sehr 
scharfe Schnabelspitze und ist ebenfalls zu sich selbst rezi- 
prok. Der Krümmungsradius ist natürlich auch hier 
E = 1/24. Wie die Schnabelspitze und die gewöhnliche 
Spitze, kann auch die Oskulationsknotenspitze nicht isoliert 
sein. Wenn nämlich der Ausdruck unter der Wurzel in (12) 
etwa negativ wäre, so würde das nur besagen, daß die Spitze 
sich nach der Seite der negativen x wendet. Der Ausdruck 
unter der Wurzel kann aber auch nicht Null werden. Denn 
da > O ist (seit S. 133), müßte e +4x&y = 0 sein. Dann 
zer fiele aber die durch Gleichung (11) dargestellte Kurve 
in zwei Kegelschnitte. Es ist also unmöglich, daß die Ent- 
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wicklung sich noch später gabelt als an dieser Stelle, und 
wir haben damit alle Möglichkeiten der Singularitäten 
2. Ordnung (die sämtlich auch 2. Klasse sind) bei Quartiken 
erschöpft. 

Beisp. 1. Als Beispiel für die typische Form einer mit 
Oskulationsknotenspitze versehenen Quartik nehmen wir die 
Kurve i ; 

(y h = yie — y) , 
die durch Fig. 94 wiedergegeben wird. Die Näherungskurven 
lauten y = x? + 5. Sie kann aus der vorigen Art (Fig. 93) 
dadurch abgeleitet werden, 
daß man das linke Blatt 
in den Oskulationsknoten 
hineinschlüpfen läßt. 
Beisp. 2. Das Beispiel 
Y- =r 

soll zeigen, daß in Glei- 
chung (11) nicht bloß a, 
sondern auch und sogar 
gleichzeitig y Null sein darf. 
Die Entwicklungen beginnen 
auch hier mit y = z? + a. 
Die Kurve hat die Geraden 
* = O und / = π - zu 
Asymptoten und für die erste : 
Asymptote die 5punktig be- Fig: 9% 
rührende Näherungshyperbel xry = 1. Der Leser zeichne die 
Kurve, die natürlich als Projektion der vorigen Form aufgefaßt 
werden kann, selbst und lege sich noch die Frage vor, wie die 
Quartik (y — x°) = x aussieht, die aus der obigen durch Ver- 
tauschung von y und z hervorgeht. 

7.DieArtendesdreifachenPunktes. Wirkommen 
jetzt zu den Singularitäten dritter Ordnung, die wir zum 
größten Teilschon kennen und mit Beispielen belegt haben. 
Wir stellen hier nur die möglichen Fälle noch systematisch 
zusammen. (I) Das Aggregat der in x, y niedrigsten Glieder 
uz (T y) zerfällt in drei verschiedene Faktoren (/ — Ji 


(y — As) (y — J; es gibt drei lineare Zweige mit den 
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entsprechenden Entwicklungen / = ir + ux? +... 
(s. S. 28). (O) Der Fall, daß zwei der A, konjugiert ima- 
ginär sind, ist 
analytisch von 
dem vorigen 
micht verschie- 
den; zwei Ent- 
wicklungen 

sind eben dann 

Fig. 95. auch konju- 
giert imaginär (s. Fig. 13). (III) Es ist u = (y—4, 2)?(y—/ar). 
Die Kurve hat eine Spitze mit durchgehendem einfachen 
Zweig. Die eine e e = hc ua: un, 
die andere y = lz + vz? -+ Die Figur 95 gibt als 
Beispiel die Kurve ya = 44 — ya wieder. (iv) Es ist 
2 = (y — cs. Das ist der Fall des Spitzpunktes. Die 
Entwicklung gibt y = A + uasyl + u S. 100). 


= 


Fig. %. 
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59. Zwei Beispiele von Quintiken. Zum Schluß 
geben wir noch zwei Beispiele von Kurven 5. Ordnung mit 
einem singulären Punkt der Ordnung 3 im Ursprung. 

Beisp. 1. Für die Kurve 

yart — bry = 
(Beispiel von Cramer) erhält man im Anfangspunkt die Nähe- 
rungen b? x = % (12 Schnittpunkte im Ursprung) und b? % = a zè, 
also liegt eine Spitze mit der æ-Achse als Tangente, für a> 0 
nach links gerichtet, und ein weiterer Zweig mit Wendepunkt 
im Anfangspunkt und der %-Achse als Tangente vor, der vom 
ersten in den dritten Quadranten geht. Im Punkte y = 0, 
2 = O gilt die Näherung a + * = , also ist dort ein 
Wendeflachpunkt mit z = 0 als Tangente (Fig. 96). 
* 1 


Fig. 97. 


Beisp. 2. * — 7 — 2ry+ zry =D. 

Diese Quintik hat die Asymptote x — y = 4. Für den 
Anfangspunkt hat man zwei Näherungen. Erstens & = 4°, 
zweitens (y — x°%)?=0. Entwickelt man im zweiten Falle 
weiter, so ergibt sich y = & + 25, also eine Oskulationsknoten- 
spitze höherer Art (Fig. 97). 
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G. J. Göschen’sche Verlagshandlung G. m. b. H. 
Berlin W 10 und Leipzig 


Von dem gleichen Verfasser ist ferner erschienen: 


Theorie der 
ebenen algebraischen Kurven 
höherer Ordnung 


Mit 82 Figuren im Text 
(Sammlung Schubert Bd. XLIII) 
In Leinwand gebunden M. 10.— 


Dieses Buch soll seiner ganzen Anlage nach ein einführendes 
Lehrbuch für Anfänger sein. Beim Lesen wird nur die Kenntnis 
der Anfangsgründe der Differentialrechnung und Algebra mit 
Einschluß der Determinanten vorausgesetzt, sowie die Bekannt- 
schaft mit der Theorie der Kegelschnitte. 

Was den behandelten Stoff betrifft, so steht das Buch dem 
von Salmon- Fiedler am nächsten. Doch hat sich der Verfasser 
bemüht, überall das in den letzten 20 Jahren neu Hinzuge- 
kommene mit zu verarbeiten. In dieser Beziehung ist hinzu- 
weisen auf das Czubersche Verfahren zur Enveloppenbestimmung, 
die Behandlung der Kurvendiskussion und der höheren Singu- 
laritäten, sowie auf den Abschnitt über Punktgruppen auf Kurven. 
Auch der Abschnitt über Kurven dritter Ordnung enthält Eigen- 
artiges. So sind die verwickelt scheinenden Beziehungen zwischen 
der Grundkurve, der Hesseschen. Cayleyschen und der Fun- 
damentalkurve dritter Klasse mit möglichst einfachen Mitteln 
präzis dargestellt. Dieser Abschnitt schließt mit der ebenfalls 
neuen Kölmel-Wienerschen Einteilung der Kubiken. 

Um den Leser direkt mit der Literatur in Beziehung zu setzen, 
sind möglichst viele und genaue Literaturangaben gemacht. 
Besondere Sorgfalt wurde auch den Figuren zugewandt, von denen 
die allermeisten punktweise gerechnet oder konstruiert sind. 
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G. J. Göschen’sche Verlagshandlung G. m. b. H. 
Berlin W 10 und Leipzig 


Von dem gleichen Verfasser ist ferner erschienen: 


pezielle ehene Kurven 


Mit 189 Figuren im Text 
(Sammlung Schubert Bd. LVI) 
In Leinwand gebunden M. 12.— 


Noch bis vor wenigen Jahren gab es weder in Deutschland 
noch anderswo eine zusammenfassende Darstellung derunzähligen, 
zerstreuten Arbeiten über spezielle Kurven. Das Bedürfnis einer 
solchen veranlaßte die Akademie der Wissenschaften zu Madrid 
im Jahre 1892 und wiederholt im Jahre 1895, die Herstellung 
eines Kataloges der speziellen Kurven, mit Angaben über deren 
Eigenschaften, Entdecker und Bearbeiter, als Preisaufgabe aus- 
zuschreiben. Dieser Anregung verdanken die Werke von Gino 
Loria und von F. Gomes Teixeira ihre Entstehung. Beide sind 
in ihrer Anlage ganz verschieden. Für Loria bildet das historische 
Moment den Hintergrund der Darstellung, Teixeira hält sich 
mehr an die Forderung eines Kurvenkataloges. Das vorliegende 
Buch möchte nun einen dritten Standpunkt einnehmen. Es will 
die Kurven zusammenstellen ohne Rücksicht auf Ordnung und 
etwaige Transzendenz, nach ihrer Erzeugungsweise oder Definition. 
Freilich wird niemand annehmen dürfen, daß sich so eine Kette 
bilden ließe, wo logisch ein Glied aus dem anderen hervorgeht. 
Es ist ein vielverzweigtes Netzwerk geworden, aus dem nur die 
Hauptfäden noch deutlich hervortreten. Denn um zusammenhang- 
lose Sonderkapitel zu vermeiden, mußte der Verfasser zu jeder 
Hauptfamilie diejenigen Kurven hinzunehmen, die sich aus den 
ursprünglichen durch einfache Ableitungsverfahren (Inversion, 
Fußpunktskonstruktion usw.) ergaben. 

Dabei hat der Verfasser noch zwei Behandlungsmethoden be- 
sonderes Augenmerk geschenkt und ihre Theorie von Grund aus, 
soweit er sienötighatte, entwickelt: der Methode der kinematischen 
Geometrie und der Methode der natürlichen Koordinaten. 
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Algebra. Arithmetik und Algebra 
von Dr. H. Schubert, Profeſſor an 
der Gelehrtenſchule des Johan- 
neums in Hamburg. Nr. 47. 


Waſſer und Abwäſſer. 
Ihre Zuſammenſetzung, Beurtei⸗ 


Algebra. Beiſpielſammlung z. Arith⸗ 
metik und Algebra von Dr. Herm. 
Schubert, Prof. a. d. Gelehrtenſchule 
d. Johanneums i. Hamburg. Nr. 48. 

Algebraiſche Kurven. Neue Bearbeitung 
von Dr. H. Wieleitner, Gymnaſialprof. 
i. Pirmaſens. I: Geſtaltliche Verhält⸗ 
niſſe. Mit zahlreichen Fig. Nr. 435. 

— II: Theorie u. Kurven dritte u. 
vierter Ordnung v. Eugen Beutel, 


Oberreall. in N Mit 
52 Fir. im Text. Nr. 43 
Algen, Mooſe und e ee von 


8 Dr. H. Klebahn in Hamburg. 

it zahlr. Abbildungen. Nr. 736. 
Pe von Dr. Rob. Sieger, Pros 
feſſor an der Univerjität Graz. Mit 

19 Abb. u. 1 Karte. Nr. 129. 


Althochdeutſche Grammatik von Dr. 
Hans Naumann, Privatdozent an der 
Univerjität Straßburg. Nr. 727. 

. Literatur mit Gram- 

matik, II rm u. Erläuterun- 
v. Schauffler, Prof. am 
ee in Ulm. Nr. 28. 

Althochdeutſches Leſebuch von Dr. Hans 
Naumann, Privatdozent an der Uni⸗ 
verſität Straßburg. Nr. 734. 

Altteſtamentl. Religionsgeſchichte von 

. Dr. Max Löhr, Profeſſor an der 
Univerſität Königsberg. Nr. 292: 

Amphibien. Das Tierreich III: Rep⸗ 
tilien u. Amphibien v. Dr. Franz 
Werner, Prof. - der 3 
Wien. Mit 48 Abbild. . 383. 

Analyſe, Temi ben pon 1 G. 
ge d. Eidgen. Poly 

techniſchen Schule in Zurich. Mit 

16 Abb. 195. 


Analnſis, Höhere, I: Differential 
rechnung. Von Dr. gror. Junker. 
Rektor des Realgymnaffums u. der 
Oberrealſchule in Göppingen. Dit 
67 Fi Nr. 87. 


iguren. 
epetitorium und Aufgaben» 
ſammlung zur Differentialrech⸗ 
nung von Dr. rbr. Junker, Rektor 


d. R umnaſ. u. d. Oberrealſch. in 
Göpvinden. Mit 46 Fig. Pr. 1% 


— — II: Integralrechnung. Von Dr. 
Friedr. Junker, Rektor des Real⸗ 
gymmnaſ. u. d. Oberrealſchule in 
Göppingen. Mit 89 Fig. Nr. 88. 
— Repetitorium und Aufgaben⸗ 
ſammlung zur Integralrechnung 
v. Dr. Friedr. Junker, Rekt. d Real⸗ 
gymnaf. und der Oberrealſchule in 
Göppingen. Mit 50 Fig. Nr. 147. 
Niedere, von Prof. Dr. Benedikt 
Sporer in Ehingen. Mit 5 Fig. 
Nr. 53. 

Arbeiter frage, Die gewerbliche, von 
Werner Sombart, Prof. an der 
Handelshochſchule Berlin. Nr. 209. 

Arbeiterverſicherung ſiehe: Sozial; 
verſicherung. 

Archäologie von Dr. Friedrich Koepp, 
Prof. an der Universität Münſter 
i. W. 3 Bändchen. M. 28 Abb. im 
Text u. 40 Tafeln. Nr. 538/40. 

Arithmetik u. Algebra von Dr. Herm. 
Schubert, Prof. a. d. Gelehrten ⸗ 
ſchule des Johanneums in Ham⸗ 
burg. Nr. 47. 

— — Beiſpielſammlung zur Arith⸗ 
metik und Algebra von Dr. Herm. 
Schubert, Prof. a. d. Gelehrten · 
ſchule des Johanneums in Ham⸗ 
burg. Nr. 48. 

Armeepferd, Das, und die Verſorgung 
der modernen Heere mit Pferden v. 
Felix von Damnitz, General der 
Kavallerie z. D. u. ehemal. Preuß. 
Remonteinſpekteur. Nr. 514. 

Armenweſen und Armenfürſorge. 
Einführung in d. ſoziale Hilfsarbeit 
v. Dr. Adolf Weber, Prof. an der 
Handelshochſchule in Köln. Nr. 346. 

Arzneimittel, Neuere, ihre Zuſam⸗ 
menſetzung, Wirkung und Anmen- 
dung von Dr. med. C. Bachem, 
Profeſſor der Pharmakologie an 

der Univerſität Bonn. Nr. 669. 

Aſthetik, Allgemeine, von Prof. Dr. 
Max Diez, Lehrer a. d. Kgl. Akademie 
d. bild. Künſte in Stuttgart. Nr. 300. 


Astronomie. Größe, Bewegung u. Ente 
fernung der Himmelskörper v. A. F. 
Möbius, neu bearb. von Dr. Herm. 
Kobold, Prof. an der Univerſität 
Kiel. I: Das Planetenſyſtem. Mit 
33 Abbildungen. Nr. 11. 

— — II: Kometen, Meteore u. das 
Sternſyſtem. Mit 15 Figuren und 
2 Sternkarten. Nr. 529. 


Aſtronomiſche Geographie von Dr. 
Siegm. Günther, Profeſſor an der 
Techniſchen Hochſchule in München. 
Mit 52 Abbildungen. Nr. 92. 

Aſtrophyſik. Die Beſchaffenheit der 
Himmelskörper v. Prof. W. F. 
Wislicenus. Neu bearbeitet von 
Dr. H. Ludendorff in Potsdam. 
Mit 15 Abbild. Nr. 91. 

Atheriſche Ole und Riechſtoffe von 

Dr. F. Rochuſſen in Miltitz. Mit 

9 Abbildungen. Nr. 446. 


Aufſatzentwürfe v. Oberſtudienrat Dr. 
L. W. Straub, Rektor des Eberhard⸗ 
Sudwigs-Gymnaſ. i. Stuttg. Nr. 17 

Ausgleichungsrechnung nach der Me⸗ 
thode der kleinſten Quadrate von 
Wilh. Weitbrecht, Prof. der Geo⸗ 
däſie in Stuttgart. 2 Bändchen. 
Mit 16 Figuren. Nr. 302 u. 641. 

Außereuropäiſche Erdteile, Länder⸗ 
kunde der, von Dr. Franz Heiderich, 
Profeſſor an der Exportakademie in 
Wien. Mit 11 Textkärtchen und 
Profilen. Nr. 63. 

Auſtralien. Landeskunde u. Wirt⸗ 
ſchaftsgeographie des Feſtlandes 
Auſtralien von Dr. Kurt Haſſert, 
Prof. d. Geographie an d. Handels⸗ 
Hochſchule in Köln. Mit 8 Abb., 
6 graph. Tab. u. 1 Karte. Nr. 319. 

Autogenes Schweiß⸗ und Schneid⸗ 
verfahren von Ingen. Hans Nieſe 
in Kiel. Mit 30 Figuren. Nr. 499. 

Bade⸗ u. Schwimmanſtalten, Offent⸗ 
liche, v. Dr. Karl Wolff, Stadtober⸗ 
baur., Hannover. M. 50 Fig. Nr. 380. 

Baden. Badiſche Geſchichte von Dr. 
Karl Brunner, Prof. am Gymnaf. 
in Pforzheim u. Privatdozent der 
Geſchichte an der Techniſchen Hoch ⸗ 
ſchule in Karlsruhe. Nr. 230. 

— Landeskunde von Baden von Prof. 
Dr. O. Kienitz i. Karlsruhe. Mit 
Profil., Abb. u. 1 Karte. Nr. 199. 


Bahnhöfe. Hochbauten der Bahnhöfe Beſchwerderecht. Das Diszivlinars x. 
v. „„ Schwab, Deſchwerderecht für Heer u. Ma⸗ 
Vorſtand d. Kgl. E „Hochbauſektion rine v. Dr. Max E. Mager, Prof. 
Stuttgart II. I: Empfangsgebäude, a. d. Univ. Straßburg i. E. Nr. 517. 
Nebengebäude. Güterſchuppen, Betriebskraft, Die zweckmä site, ‚von 


£olomotivihuppen. Mit 91 Abs Friedr. Barth, Cbering 
bildungen. Nr. 515. berg. 1. Teil: i 
Balkanſtaaten. Geſchichte d. chriſt⸗ kraftanlagen. 


lichen Balkanſtaaten (Bulgarien, maſchinen. M. 27 5b. - 
Serbien, Rumänien, Montenegro, — — II: Gas-, Waſſer⸗ u. . S 
Griechenland) von Dr. K. Roth in Kraftanlagen. M. 31 Abb. 
Kempten. Nr. 331. — — III: Glettromatoren, Selita 
Bankweſen ſiehe: Kredit⸗ und Bankweſen. koſtentabellen. Graph. Darſtell. 
„Bankweſen. Technik des Bankweſens Wahl d. Setriebskraft. M. 27 Abb. 
von Dr. Walter Conrad, ſtellvert. Nr. 474. o 
Torcteher ber ſtatiſt. Abteilung der Devölterungswiſſenſchaft. Eine Gr- 
Reichsbank in Berlin. Nr. 484. führung m Die, Be 
Bauführung. Kurzgefaßtes Handbuch 7205 reife 
3 5 a der Daufuhrung v. Vorſtand des Städt 
rhit. Emil Beutinger, Aſſiſtent an 9 5 * re ae 
d. Techn, Hochschule in Tarmfiadt.| fir uud Dozent am ber Atabemie 
M. 35 Fig. u. 11 Tabell. Nr. 399 m für kommunale Verwaltung. Nr. 628. 

; . u. A . 398. 2 ent, 
Be gerd. Sie, des Abenblandes e Be eee gel. e 
Dr. K. Schäfer, Aſſiſt. a. Gewerbe ⸗ zu Hannover. Mit 15 Abb. Nr. 98. 


. Bremen. Mit 22 Abb. Fleicherei. Textil⸗Indußtrie III: 
cr. 44. 


22 Wäſcherei, Bleicherei, Färberei 

— des Schulhauſes v. Prof. Dr.⸗Ing. f Alten 2271 
Kauft Gerterlem Tarn lad I. des imb ihre Silfefoffe e. Dr. SUR 
Schulhaus M. 38 Abb. Nr. 443 Maſſot, Prof. a. d. Preuß. höh. 
— II Die Schultaume — Tie Jachſchule für Textilinduſtrie in 


: refeld. Mit 23 Fig. Nr. 186. 
Nebenanlagen. M. 31 Abb. Nr. 4. Blütenpflanzen, Das Syſtem der, mit 
Baumaſchinen, die, von Ingenierr Ausſchluß der Gymnoſpermen von 
Johannes Körting in Düfſeldorf. Mit Dr. R. Pilger, Kuſtos am Kal. Bo⸗ 
130 Abbildungen. Nr. 702. taniſchen Garten in Berlin⸗Tahlem. 
Banſteine. Die Induſtrie der künſt⸗ Mit 31 Figuren. Nr. 393. 
lichen Bauſteine und des Mörtels Bodenkunde von Dr. P. Vageler in 
von Dr. G. Rauter in Charlotten⸗ Königsberg i. Pr. Nr. 455. 
burg. Mit 12 Tafeln. Nr. 234. Botna ar Corditlerenſtaaten un 
Die, v. Prof. H. er- r. Wilhelm Sievers, Prof. an ber 
er = p- en Univerſität Gießen. I: Einleitung, 
gewerkſchule Holzminden. Mit Bolivia u. Peru. Mit 16 Tafeln 
36 Abbildungen. Nr. 506. u. 1 lithogr. Karte. Nr. 652. 


Bayern. Bayeriſche Geſchichte von een Ba ii. 


Dr. Hans Oteli. Augsburg. Nr. 160. Wilhelms⸗ na 3 
— Landeskunde des Königreichs 5 5 ame Turms 

Bayern v. Dr. W. Gös, Prof. a. d. Brafiljen. Landeskunde der Republik 

Kol. Techn, Hochſchule München. Braſilien von Bel Rodolpho von 

M. Profil., Abb. u. 1 Karte. Nr. 176. Ihering. Mit 12 Abbildungen und 
Befeſtigungsweſen. Die geſchichtliche 1 Karte. Nr 378. 

Entwicklung des Befeſtigungs⸗ Brauereiweſen I: Mälzerei von Dr. 

weſens vom Aufkommen der Paul Dreverhoff, Dir. der Brauer⸗ 

Pulvergeſchütze bis zur Neuzeit u. Mälzerſchule zu Grimma. 

von Reuleaux, Major b. Stade d. 16 Abbildungen. Nr. 303. 

1. Weſtpreuß. Pionierbatailt. Nr. 17. — — II: Brauerei. Mit 35 Abbildungen. 

Mit 30 Bildern. Nr. 569. | ma 
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Britiſch⸗Nordamerika. Landeskunde 
von Britiſch⸗Nordamerika v. Prof. 
Dr. A. Cppel in Bremen. Mit 
13 Abb. und 1 Karte. Nr. 284. 

Brückenbau, Die allgemeinen Grund- 
lagen des, von Prof. Dr.-Ing. Th. 
Landsberg, Geh. Baurat in Berlin. 
Mit 45 Figuren. Nr. 687. 

‘Buchführung in einfachen u. doppel⸗ 
ten Poſten v. Prof. Rob. Stern, 
Oberl. d. Offentl. Handelslehranſt. 
u. Doz. d. Handelshochſchule zu 
Leipzig. M. vielen Formul. Nr. 115. 

Buddha von Profeſſor Dr. Edmun 
Hardy. Nr. 174. 

Burgenkunde, Abriß der, von Hofrat 
Dr. Otto Piper in München. Mit 
30 Abbildungen. Nr. 119. 

Bürgerliches Geſetzbuch ſiehe: Recht 
des BGB. 

Bysantiniſches Reich. Geſchichte des 
byzantinifchen Reiches von Dr. 
K. Roth in Kempten. Nr. 190. 

Chemie, Allgemeine u. phyſikaliſche, 
von Dr. Hugo Kauffmann, Prof. an 
der Königl. Techn. Hochſchule in Stutt⸗ 


gart. 2 Teile. Mit 15 Figuren. 
Nr. 71. 698. 
— Analytiſche, von Dr. Johannes 


Hoppe in München. I: Theorie und 

Gang der Analyſe. Nr. 247. 

— II: Reaktion der Metalloide und 

Metalle. Nr. 248. 

Anorganiſche, von Dr. Joſ. Klein 

in Mannheim. Nr. 37. 

Geſchichte der, von Dr. Hugo 

Bauer, Aſſiſt. am chemiſchen Labo- 

ratorium der Kgl. Techn. Hochſchule 

Stuttgart. I: Von den älteſten 

Zeiten bis z. Verbrennungstheorie 

von Lavoiſier. Nr. 264. 

— II: Von Lavoiſier bis zur 

Gegenwart. Nr. 265. 

der Kohlenſtoffverbindungen von 

Dr. Hugo Bauer, Aſſiſtent am 

chem. Laboratorium d. Kgl. Techn. 

Hochſchule Stuttgart. I. II: Alipha⸗ 

tiſche Verbindungen. 2 Teile. 

Nr. 191. 192. 

— III: Karbocykliſche Verbindun⸗ 

gen. Nr. 138. 

— IV: Heterocykliſche Verbindun ⸗ 

gen. Nr. 194 

— Organiſche, von Dr. Joſ. Klein in 
Mannheim. Nr. 38. 


Chemie, Pharmazeutiſche, von Privat 
dozent Dr. E. Mannheim in Bonn. 
4 Bändchen. Nr. 543, 44, 588 u. 682. 
Phyſiologiſche, von Dr. med. A. 
Legahn in Berlin. I: Aſſimilation. 
Mit 2 Tafeln. Nr. 240. 

— II: Diſſimilation. M. 1 Tafel. 

Nr. 241. 

To xikologiſche, von Privatdozent 

Dr. E. Mannheim in Bonn. Mit 

6 Abbildungen. Nr. 465. 

Themiſche Induſtrie, Anorganiſche, 
von Dr. Guſt. Rauter in Charlot⸗ 
tenburg. I: Die Leblancjoda- 
induſtrie und ihre Nebenzweige. 
Mit 12 Tafeln. Nr. 205. 

— — Il: Salinenweſen, Kaliſalze, 
Düngerinduſtrie und Verwandtes. 
Mit 6 Tafeln. Nr. 206. 

— — III: Anorganiſche chemiſche 

räparate. M. 6 Taf. Nr. 207. 

Tuemiſche Technologie, Allgemeine, 
von Dr. Guft. Rauter in Chare 
lottenburg. Nr. 113. 

Chemiſch⸗Techniſche Analyſe von Dr. 
G. Lunge, Prof. an der Eidgen. 
Polytechniſchen Schule in Zürich. 
Mit 16 Abbild. Nr. 195. 

Chemiſch⸗techniſche Rechnungen v. Chem. 
H. Deegener. Mit 4 Figuren. Nr. 701. 

Chile, Landeskunde von (Republica de 
Chile) von Prof. Dr. P. Stange in 
Schleswig. Mit 3 Profilen, 16 Taf. 
u. 1 lithogr. Karte. Nr. 743. 

Chriſtlichen Literaturen des Orients, 
Die, von Dr. Anton Baumſtark. 


I: Einleitung. — Das chriſtlich⸗ 
aramäiſche u. d. koptiſche Schrift⸗ 
tum. Nr. 527. 


— — II: Das chriſtl.⸗ arab. und das 
äthiop. Schrifttum. — Das chriſtl. 
Schrifttum d. Armenier und Geor⸗ 
gier. Nr. 528. 

Colombia. Die Cordillerenſtaaten 
von Dr. Wilhelm Sievers, Prof. 
an der Univerſität Gießen. II: 
Ecuador, Colombia u. Venezuela. 
Mit 16 Tafeln u. 1 lithogr. Karte. 
Nr. 653. 

Cordillerenſtaaten, Die, von Dr. Wil- 
helm Sievers, Prof. an der Unis 
verſität Gießen. I: Einleitung, 
Bolivia u. Peru. Mit 16 Tafeln 
u. 1 lithogr. Karte. Nr. 652. 

— — I: Ecuador, Colombia u. Benes 
zuela. Mit 16 Tafeln u. 1 lithogr. 
Karte. Nr. 653. 


Dampfkeſſel, Die. Kurz 
buch mit Beispielen 
ſtudium u. den praft 
von Sberingenieur Friedr. Barth 
in Nürnberg. I: Keſſeligſteme und 
Feuerungen. Mit 43 Fig. Nr. 9. 

— — II: Bau und Betrieb der 
Dampfkeſſel. M. 57 Fig. Nr. 521. 

Dampfmaſchinen, Die. Kurzgefaßtes 
Lehrbuch mit Beiſpielen für das 
Selbſtſtudium und den praktiſchen 
Gebrauch von Friedr. Barth, Ober- 
ingenieur in Nürnberg. 2 Bödchn. 
I: Wärmetheoretiſche und dampf ; 
techn. Grundlag. Mit 64 Fig. Nr. 8. 

— — Il: Bau u. Betrieb der Dampf⸗ 
maſchinen. Mit 209 Fig. Nr. 57 

Dampfturbinen, Die, ihre Wirkungs⸗ 
weife u. Konſtruktion von Ingen. 
Herm. Bilda, Prof. a. ſtaatl. Tech⸗ 
nitum in Bremen. 3 Sdchn. Mit 
zahlr. Abb. Nr. 274, 715 u. 716. 

Desinfektion von Dr. M. Chriſtian, 
Stabsarzt a. D. in Berlin. Mit 
18 Abbildungen. Nr. 546. 

Determinanten von P. B. Fiſcher, 
Eberl. a. d. Oberrealſch. z. Groß 
Lichterfelde. Nr. 402. 

Deutſche Altertümer von Dr. Franz 
Fuhſe, Dir. d. ſtädt. Muſeums in 
Braunſchweig. M. 70 Abb. Nr. 124. 

W | 

ſeiner geſchichtlichen Entmick⸗ 
ta u. in feiner gegenwärt. Geſtalt 
von H. Siercks, Reviſor gewerbl. 
Kortöibungsicufen in Schleswig. 
392. 


ie A von Dr. 
Kleinpaul in Leipzig. Nr. 273. | 
Dene Geſchichte von Dr. F. Kurze, 2 
Prof. a. Kgl. Luiſengymnaſ. in 
pelne I: Mittelalter (bis 1519). | 
kr. 38. 
— II: Zeitalter der Reformation | 
und der N (1517 bis 
1648). Nr. 
— III: Sm Westfälischen Frie⸗ 
den bis zur Auflöſung des alten 
Reichs (1648—1806). Nr. 35. i 
— — ſiehe auch: Quellenkunde. 
Deutſche Grammatik und kurze Ge | 
ſchichte der beuti er Sprache von 
Schulrat Prof. . ©. Syon in 
Dresden. Nr. 20. 
»Deutſche S von 
Prof. Th. de Beaux, O. de 
Instruction Publique. ey 182. 


5 


Deutſche Kolonien. 


2 Seminee Handelsrecht von Dr. r 
5 


„Prof. an der Univerſitä 


2 2 Bde. Nr. 457 u. 258 


Teutſche „Seldenſage, Die, von Dr. 


Etto Luitp. Jiriczek, Prof. a. d. Univ. 
Würzburg. Mit 5 Taf. Nr. 32. 
ie, den Das, in ienen 
tiſche Erſchei 


of. a. d. Uninerität in St 
I: Mittelalter u. Re 
formationszeit. Nr. 602. 
Deutſches Kolonialrecht von Prof. Dr. 
H. Edler von Hoffmann, Studien⸗ 
direktor d. Akademie f. kommunale 
Verwaltung in Düſſeldorf. Nr. 318. 
: Togo und 
Kamerun von Prof. Dr. K. Dove. 
M. 16 Taf. u. 1 lithogr Karte. Nr. 441. 
— II: Das Südſeegebiet und Kiau⸗ 
tihoun von Prof. Dr. K. Dove. Mi: 
16 Tafeln u. 1 lith. Karte. Nr. 520. 
— III: Oſtafrika von Prof. Dr. K. 
Dove. Mit 18 Tafeln u. 1 lithogr. 
Karte. Nr. 567. 
— — IV: Südweſtafrika von Prof. 
Tr &@. Dove. Mit 16 Taf. und 
1 lithogr. Karte. Nr. 637. 
Deutſche Kulturgeſchichte von Dr. 
Reinh. Günther. Nr. 56. 
Deutſches Leben im 12. u. 13. Jahr⸗ 
hundert. Realkommentar zu den 
Volks- u. Kunſtepen u. zum? Minner 
fang. Von Prof. Dr. Jul. Tiejjen- 
Bacher in Freiburg i. B. I: Ofſent⸗ 
liches Leben. Mit zahlreichen Ab- 
bildungen. Nr. 93. 
— — II: Privatleben. Mit zahl- 
reichen Abbildungen. Nr. 328 
Deutſche Literatur des 13. Jahrhun⸗ 
derts. Die Epigonen d. höfiſchen 
Epos. Auswahl a. deutſchen „Dich. 
tungen des 13. Jahrbunderts von 
Dr. Viftor Junk, Aktuarius der 
Kaiſerlichen Akademie der Wiſſen⸗ 
ſchaften in Wien. Nr. 289. 
Deutſche Literaturdenkmäler des 14. 
u. 15. Jahrhunderts. Ausgemählt 
und erläutert von Dr. Hermann 
Jantzen, Direktor d. Königin Luiſe⸗ 
Schule in Königsberg i. Pr. Nr. 181. 
des 16. Jahrhunderts. I: Mar- 
tin Luther und Thom. Murner. 
Ausgewählt und mit Einleirungen 
und Anmerkungen veriehen von 
amt ©. Verlit, Oberlehrer am 
kslaigzmmn. zu Seipzig. Nr. 7. 


Deutſche Literaturdenkmäler des 16. 
Jahrhunderts. 


II: Hans Sachs. 


Ausgewählt = erläut. v. Prof. Dr. 


J. Sahr. Nr. 24. 
— — III: 


Von Brant bis Rollen⸗ 


hagen: Brant, Hutten, Fiſchart, 


ſowie Tierepos u. Fabel. Ausgew. 
u. erläut. von Prof. Dr. Julius 
Sahr. Nr. 36. 

— des 17. und 18. Jahrhunderts bis 
Klopſtock. I: Lyrik von Dr. Paul 
Legband in Berlin. Nr. 364. 


— — II: Proſa v. Dr. Hans Legband | 


in Haſſel. Nr. 365. 

Deutſche Literaturgeſchichte von Dr. 
Max Koch, ag an der Univerſität 
Breslau. Nr. 3 

Deutſche aeaee hichte d. Klaſſiker⸗ 
zeit v. Carl Weitbrecht, durchgeſehen 
u. ergänzt v. Karl Berger. Nr. 161. 


— des 19. Jahrhunderts von Carl 
Weitbrecht, neu bearbeitet von Dr. 


Rich. Weitbrecht in Wimpfen. I. II. 
Nr. 134. 135. 

Deutſche Lyrik, Geſchichte der, von Prof. 
Dr. Rich. Findeis in Wien. 2 Bde. 
Nr. 73 7/8. 

entien Mundarten, Die, von a. 

Dr. H. Reis in Mainz. Nr. 6 

Deutſche Mythologie. ee 
Mythologie von Dr. Eugen Mogk, 
Prof. an der Univerſität Leipzig. 
Nr. 15. 

Deutſchen Perſonennamen, Die, v. Dr. 
Rud. Kleinpaul i. Leipzig. Nr. 422. 

Deutſche Poetik von Dr. K. Borinski, 
Prof. a. d. Univ. München. Nr. 40. 

„Deutſche a Dr. Richard 
Schröder, Prof. a. d. Univerſ. Heidel⸗ 
berg. I: Bis z. Mittelalter. Nr. 621. 

— — II: Die Neuzeit. Nr. 664. 

Deutſche Redelehre von Hans Probſt, 
Gymnaſialprof. i. Bamberg. Nr. 61. 


Deutſche Schule, Die, im Auslande 


von Hans Amrhein, Seminarober⸗ 
lehrer in Rheydt. Nr. 259. 
Deutſches Seerecht v. Dr. Otto Bran⸗ 
dis, Oberlandesgerichtsrat in Ham⸗ 
burg. I: Allgem. Lehren: Perſonen 
u. Sachen d. Seerechts. Nr. 386. 
— — II: Die eing. ſeerechtl. Schuldver⸗ 


Hältniſſe: Verträge des Seerechts u. 


cußervertragliche Haftung. Nr. 387. 
Deutſche Stammeskunde v. Dr. Rud, 

Much, a. o. Prof. a. d. Univ. Wien. 

Mit 2 Kart. u. 2 Taf. Nr. 126, 


Deutſche Stadt, Die, und ihre Verwal⸗ 
tung. Eine Einführung i. d. Kommu⸗ 
nal politik d. Gegenw. Herausgeg. 
v. Dr. Otto Moſt, Beigeordn. d. Stadt 
Düſſeldorf. I: Verfaſſung u. Bere 
waltung im allgemeinen; Fmanzen 
und Steuern; Bildungs- und Kunſt⸗ 
pflege; Geſundheitspflege. Nr. 617. 

— II: Wirtſchafts⸗ u. Sozialpolitik. 
Nr. 662. 


— — II: Technik: Städtebau, Tief- 


u. Hochbau. Mit 48 Abb. Nr. 663. 
Deutſchesünterrichtsweſen. Geſchichte 
des deutſchen Unterrichtsweſen⸗ v. 
Prof. Dr. Friedrich Seiler, Direktor 
des Kgl. Gymnaſiums zu Luckau. 
I: Von Anfang an bis zum Ende 
des 18. Jahrhunderts. Nr. 275. 
— — II: Vom Beginn d. 19. Jahrh. 
bis auf die Gegenwart. Nr. 276. 
Deutſche Urheberrecht, Das, an lite⸗ 
rariſchen, künſtleriſchen u. gewerb⸗ 
lichen Schöpfungen, mit beſonderer 
Berückſichtigung der internat. Ver⸗ 
träge v. Dr. Guft. Rauter, Patent- 
anwalt in Charlottenburg. Nr. 263. 
Deutſche Volkslied, Das, ausgewählt 
u. erläutert von Prof. Dr. Jul. 
Sahr. 2 Bändchen. Nr. 25 u. 132. 
Deutſche Wehrverfaſſung von Karl 
Endres, Geheimer Kriegsrat u. vor- 
tragender Rat im Kriegsminiſterium 
in München. Nr. 401. 
Deutſches 5 v. Dr. Richard 
Loewe. Nr. 6 
Deutſche Seitngswefen, Das, v. Dr. R. 
Brunhuber i. Köln a. Rh. Nr. 400. 
Denthe e von Prof. 
Wilhelm Kiſch in Straßburg 
5 6. 3 Bände. Nr. 428—430. 
Deutſchland in römiſcher Zeit von 
Dr. Franz Cramer, Propinzial⸗ 
ſchulrat zu Münſter i. W. Mit 23 
Abbildungen. Nr. 633. 
Dichtungen aus mittelhochdeutſcher 
Frühzeit. In Ausw. mit Einltg. u. 
Wörterb. herausgeg. v. Dr. Herm. 
Jantzen, Direktor d. Königin Luiſe⸗ 
Schule i. Königsberg i. Pr. Nr. 137. 
Dietrichepen. Kudrun und Dietrich⸗ 
epen. Mit Einleitung u. Wörter⸗ 
buch von Dr. O. L. Jiriczek, Prof. 
a. d. Univerſität Würzburg. Nr. 10. 
Differentialrechnung von Dr. Friedr. 
Junker, Rektor d. Realgymnaſiums 
u. der Oberrealſchule in Göppingen. 
Mit 68 Figuren. Nr. 87. 


Differentialrechnung. Repetitorium u. 
Aufgabenſammlung zur Differens 
tialrechnung v. Dr. Friedr. Junker, 
Rektor des Realgymnaſiums u. d. 
Oberrealſchule in Göppingen. Mit 
46 Fig. Nr. 148. il 

Disziplinar⸗ u. Beſchwerderecht für 
Heer u. Marine, Das, von Dr. War 


E. Mayer, Profeſſor a. d. Univerſität 


Straßburg i. G. Nr. 517. 
Drogenkunde von Rich. Dorſtewitz in 
Leipzig und Georg Ottersbach in 
Hamburg. Nr. 413. 
Druckwaſſer⸗ und Druckluft⸗Anlagen. 
Pumpen, Druckwaſſer⸗ u. Truckluft⸗ 
Anlagen von Dipl.⸗Ingen. Nudolf 
Vogdt, Regierungsbaumſtr. a. D. 
in Aachen. Mit 87 Fig. Nr. 290. 
Ecuador. Die Cordillerenſtaaten von 
Dr. Wilhelm Sievers, Prof. an der 
Univerſität Gießen. II: Ecuador, 
Colombia u. Venezuela. Mit 16 
Tafeln u. 1 lithogr. Karte. Nr. 653. 
Eddalieder mit Grammatik, Überſetzg. 
u. Erläuterungen von Dr. Wilhelm 
Raniſch, Gymnaſialoberlehrer in 
Osnabrück. Nr. 171. 
Eiſenbahnbau. Die Entwicklung des 


modernenEiſenbahnbaues v. Dipl.⸗ 


Ing. Alfred Birk, o. 5. Prof. a. 
T. k. Deutſchen Techn. Hochſchule in 
Prag. Mit 27 Abbild. Nr. 553. 

Eiſenbahnbetrieb, Der, v. S. Scheib⸗ 
ner, Königl. Oberbaurat a. D. in 
Berlin. Mit 3 Abbildgn. Nr. 676. 

Eiſenbahnen, Die Linienführung der, 
von H. Wegele, Profeſſor an der 
Techn. Hochſchule in Darmſtadt. 
Mit 52 Abbildungen. Nr. 623. 

Eiſenbahnfahrzeuge von H. Hinnen⸗ 
thal, Regierungsbaumeiſter u. Ober⸗ 
ingen. in Hannover. I: Die Loko⸗ 
motiven. Mit 89 Abbild. im Text 
und 2 Tafeln. Nr. 107. 

— — II: Die Eiſenbahnwagen und 
Bremſen. Mit Anh.: Die Eiſen⸗ 
bahnfahrzeuge im Betrieb. Mit 56 
Abb. im Text u. 3 Taf. Nr. 108. 

Eiſenbahnpolitik. Geſchichte d. deut⸗ 
ſchen Eiſenbahnpolitik v. Betriebs⸗ 
inſpektor Dr. Edwin Kech in Karls⸗ 
ruhe i. B. Nr. 533. y 

Eiſenbahnverkehr, Der, v. Kgl. Eiſen⸗ 
bahn⸗Rechnungsdirektor . Bil 
brand in Berlin-Friedenau,. Nr. 618. 

Eiſenbetonb au, Der, v. Reg.⸗Baumſtr. 
Karl Nößle. M. 75 Abbild. Nr. 349. 


Eiſenbetonbrucken von Dr.-Ing. K. 28. 
Schaechterle in Stuttgart. Nit 
104 Abbildungen. Nr. 627, 

Eiſenhüttenkunde von A. Krauß, dipl. 
Hütteningenieur. I: Das Koheiſen. 
Mit 17 Fig. u. 4 Taf. Nr. 152. 

— — II: Das Schmiedeiſen. M. 25 
Jig. u. 5 Taf. Nr. 158. 

Eiſenkonſtraktionen im Hochbau von 
Ingen. Karl Schindler in Meißen. 
Mit 115 Figuren. Nr. 322. 

Eiszeitalter, Das, v. Dr. Emil Werth 
in Berlin⸗Wilmersdorf. Mit 17 Ab- 

bildungen und 1 Kite. Nr. 431. 

Elaſtizitätslehre für Ingenieure i: 

Grundlagen und Allgemeines über 

Spannungszuſtände, Zylinder, 

Ebene Platten, Torſion, Ge- 

krümmte Träger. Von Dr.-Ing. 

Max Enßlin, Prof. a. d. Kgl. Bau- 

gewerkſchule Stuttgart und Privai- 

dozent a. d. Techn. Hochſchule Stutt⸗ 

gart. Mit 60 Abbild. Nr. 519. 

Elektriſchen Meßinſtrumente, Die, von 
J. Herrmann, Prof. an der Techn. 
Hochſchule in Stuttgart. Mit 195 
Figuren. Nr. 477. 

Elektriſche Ofen von Dr. Hans Goerges in 

Berlin⸗Südende. Mit 68 Abbildgn. 


d. Nr. 704. 


Elektriſche Schaltapparate von Dr.⸗Ing. 
Erich Beckmann, Profeſſor an der 
Techniſchen Hochſchule Hannover. Mit 
54 Fig. u. 107 Abb. auf 16 Tafeln. 
Nr. 711. 

Clektriſche Telegraphie, Die, von Dr. 
Lud. Rellſtab. Mit 19 Fig. Nr. 172. 

Elektrizität. Theoret. Hhy fi? III: Elei: 
trizität u. Magnetismus von Dr. 
Guft. Jäger, Prof. a. d. Techn. Hoch 
Er in Wien. Mit 33 Abbildgn. 


. lOs 
Elektrochemie von Dr. Heinr. Danneel 
m Genf. I: Theoretische Elektro⸗ 
| chemie u. ihre phyſikaliſch⸗ch emiſche en 
H Grundlagen. Mit 16 Fig. Nr. 252. 
— — II: Experiment. Elektrochemie, 
Meßmethoden, Leitfähigkeit, Lö⸗ 
ſungen. Mit 26 Fig. Nr. 253. 
Elektromagnet. Lichttheorie. Theoret. 
Phyſik IV: Elektromagnet. Qidi- 
theorie u. Elektronik von Profeſſor 
Dr. Guſt. Jäger in Wien. Mit 21 
Figuren. Nr 374. 
Elektrometallurgie von Dr. Friedrich 
Regelsberger, Kaiſerl. Reg.⸗Rat in 
Steglitz-Berlin. M. 16 Fig. Nr. 110. 


Elektrotechnik. Einführung in die Entwicklungsgeſchichte der Tiere von Di. 
ann Job. Meiſenheimer, Prof. der Zool. a. 
d. Univ. Jena. II: Organbildg. Mit 
465 Fig. Nr. 379. 
a Die, des höfiſchen Cpos. 
uswahl aus deutſchen Dichtungen 
des 18. Jahrhunderts von Dr. Viktor 
Junk, Aktuarius d. Kaiſerl. Akad. 
der Wiſſenſchaften in Wien. Nr. 289. 


— — III: Die Weckſelſtromtechniz. 
Mit 154 Fig. u. 18 Taf. Nr. 198. Erbrecht. Recht des Bürgerl. Geſetz⸗ 


— — x: Die Erzeugung und Ger buches. Fünftes Buch: Erbrecht von 


teilung der elektriſchen Energie. Mit Dr. Wilhelm von Blume, ord. Prof. 
98 Figuren u. 16 Tafeln. Nr. 357. der Rechte an der Univ. Tübingen. 


Elektrotechnik. Die Materialien des I. Abteilung: Einleitung — Die 
Maſchinenbaues und der Elektro⸗ Grundlagen des Erbrechts. II. Ab ⸗ 
technik von Ing. Prof. Herm. Wilda teilung: Die Nachlaßbeteiligten. 
i. Bremen. R. 3 Abb. Nr. 476. | Mit 25 Figuren. Nr. 659/60. 

Elſaß⸗Lothringen, Landeskunde von, Erdbau von Reg.⸗Baum Erwin Link 
v. Prof. Dr. R. Langenbeck in in Stuttgart Mit 72 Abbild. Nr. 630. 
Straßburg i. E. Mit 11 Abbild. u. Erdmagnetismus, Erd ſtrom u. Polar⸗ 
1 Karte. Nr. 215. | licht von Dr. A. Nippoldt, Mitglied 

Engliſch. Neuengliſche Laut⸗ u. Formen · des Königl. Preußiſchen Meteoro- 
lehre ſiehe: Neuengliſch. logiſchen Inſtituts in Potsdam. Mit 

Engliſch⸗deutſches Geſprächsbuch von 7 Tafeln und 16 Figuren. Nr. 175. 
Prof. Dr. E. Hausknecht in Lau- Erdteile, Länderkunde der aufereurns 
fanne. Nr. 424. päiſchen, von Dr. Franz Heiderich, 

Engliſch für Techniker. Ein Leſe⸗ und Prof: a. d. Exportakad. in Wien. Mit 
Übungsbuch f. Ing. u. zum Gebrauch 11 Textkärtchen u. Profilen. Nr. 83. 
an Techn. Lehranſtalten. Unter Mitarb. Ernährung und Nahrungsmittel von 
v. Albany Featherſtonhaugb, Dozent Oberſtabsarzt Profeſſor H. Biſchoff 
d. d. militärtechn. Akad. i. Charlotten⸗ in Berlin. Mit 4 Abbild. Nr. 464. 
burg herausgeg. von Ingenieur Carl Ethik von Prof. Dr. Thomas Achelis 
Volk, Direktor der Beuth = Schule, in Bremen. Nr. 90 
Berlin. I. Teil. Mit 25 Fig. Nr. 705. Europa, Länderkunde von, von Dr. 

Engliſche Geſchichte v. Prof. L. Gerber, Franz Heiderich, Prof. a. d. Exvort⸗ 
Oberlehrer in Düſſeldorf. Nr. 375. akademie in Wien. Mit 14 Tert- 

Engliſche Handels korreſpondenz von kärtchen u. Diagrammen u. einer 
E. E. Whitfield, M. A., Oberlehrer Karte ber Alpeneinteilung. Nr. 62. 
an King Edward VII Grammar Exkurſionsflora von Deutſchland zum 
School in King's Lynn. Nr. 237. Beſtimmen d. häufigeren i. Deutſch⸗ 

Enugliſche Literaturgeſchichte von Dr. land wildwachſenden Pflanzen von 
Karl Weiſer in Wien. Nr. 69. Dr. W. Migula, Prof. an der Forſt⸗ 

Eug iſche Literaturgeſchichte. Grund- akademie Eiſenach. 2 Teile Mit je 
age und Haupttypen d. englifchen 50 Abbildungen. Nr. 268 und 269. 
Literaturgeſchichte von Dr. Arnold Experimentalphyſik v. Prof. R. Langin 
M. M. Schröer, Profeſſor an der Stuttgart. I: Mechanik d. feſt., flüſſ. u. 
Handelshochſchule in Köln. 2 Teile. gaſigen Körper. M. 125 Fig. Nr. 611. 
Nr. 286, 287. — — II: Wellenlehre u. Akuſtik. Mit 

Engliſche Phonetik mit Leſeſtücken von 69 Figuren. Nr. 612. 

Dr. A. C. Dunſtan, Lektor an der Exploſivſtoffe. Einführung in d. Che» 
Univ. Königsberg i. Pr. Nr. 601. mie ber erplojiven Vorgänge von 

Entwicklungsgeſchichte der Tiere von Dr. H. Brunswig in Steglitz. Mit 
Dr. Johannes Meiſenheimer, Prof. 6 Abbild. und 12 Tab. Nr. 333. 
der Zoologie an der Univerjität Familienrecht. Recht d. Bürgerlichen 
Jena. I: Furchung, Primitivan⸗ Geſetzbuches. Viertes Buch: Fa⸗ 
lagen, Larven, Formbildung, Eme- milienrecht von Pr. Heinrich Titze, 
bryonalhüllen. Mit 28 Fig. Nr. 378. Prof. a. d. Univ. Göttingen. Nr. 305. 
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Färberei. = III: Ba- 
ſcherei, B 5 Barber und 
ihre Hilfsſtoffe von Dr. Wilhelm 
Maſſot, Prof. an der Preußiſchen 
höheren Fachſchule f. Zerülinbuftrie | 
in Krefeld. Mit 28 Fig. Nr. 188. | 

Farnpflanzen ſiehe: Algen, Mooſe und 

Tarnpflanzen. 

Felbgeſchüg, Das moderne, u. Oberſt⸗ 
leutnaut W. Heydenreich, Militär⸗ 
lehrer a. d. Militärtechn. Akademie 
in Berlin. I: Die Entwicklung des 
Feldgeſchützes jeit Einführung des 


gezogenen Infanteriegewehrs bis 
einſchl. der Erfindung des rauchl. 


Pulvers, etwa 1850 bis 1899. Mit 
1 Abbild. Nr. 306. 
— — II: Die Entwicklung d. heutigen 


Feldgeſchützes auf Grund der Er⸗ 


findung des rauchloſen Pulvers, 


etwa 1890 bis zur Gegenwart. Mit 


11 Abbild. Nr. 307. 
Fernmeldeweſen. Das elektriſche Fern 


meldeweſen bei den Gifenbafmen vor von 


K Fink, Geheim. Baurat in Hannover. 
Mit 50 Figuren. Nr. 707. 

Fernſprechweſen, Das, von Dr. Lud⸗ 
twig Rellſtab in Berlin. Mit 47 Jig. 
und 1 Tafel. Nr. 155. 

Feſtigkeitslehre v. Prof. W. Hauber, 
Dipl.-Ing. Mit 56 Fig. Nr. 288. 

— 1 zur Feſtig⸗ 
er mit Löſungen von 

Haren, Diplom-Ingenieur in 
Marthe. Mit 42 Fig. Nr. 491. 

Fette, Die, und Ole ſowie die Seifen⸗ 
u. Kerzenfabrikat. u. d. Harze, Lacke, 
Firniſſe m. ihren wicht. Hilfsſtoffen 
von Dr. Karl Braun in Berlin. I: 
Einführung in die Chemie, Be- 
ſprechung einiger Salze und der 
Jette und Cle. Nr. 335. 

— — II: Die Seifenfabrikation, 
die Seifenanalyſe und die Kerzen⸗ 
fabrikation. Mit 25 Abbildungen. 
Nr. 338. 

Sacke, Firniſſe. 


Feuerwaffen. Geſchichte d. 8 
Feuerwaffen bis 1850. Die Eni- 
wicklung der Feuerwaffen v. ihrem 
erſten Auftreten bis zur Einführung 


D. gezog. 5 unter beiond. | 


Berückſichtig. d Heeresbeweffnung 
von Major a. Gohlke, Siege 
litz⸗Berlin. Mit 105 Abbildungen. 
Nr. 530. 


TFeuerwerkerei, Die, von Direktor Dr. 
Alfons Bujard, Vorſtand des 
f Städt. Chemiſchen Laboratoriums 
in Stuttgart. Dit s Fig. Nr 634. 
Filzfabrikation. Textil- Induſtrie II: 
Bederei, Wirkerei, Boſamentiere⸗ 
rei, Spitzen⸗ und Gardinenfabri⸗ 
kation und Filzfabrikation von 
Profeſſor Max Gürtler, Geh. Re⸗ 
gierungsr. im Kgl. Landesgewerbe⸗ 
amt zu Berlin. Mit 29 Fig. Nr. 185. 
Finanzſyſteme der Großmächte, Die, 
(Internat. Staats- und Gemeinde⸗ 
Finanzweſen) v. O. Schwarz, Geh. 
Cherfinanzrat in Berlin. 2 Bänd- 
| dien. Nr. 450 und 451. 
JFinanzwiſſenſchaft von Präſident Dr. 
fi R. van der Borght in Berlin. I: 
1 


Allgemeiner Teil. Nr. 148. 
| — — II: Beſonderer Teil (Steuer 
lehre). Nr. 391. 
Finniſch⸗ugriſche Sprachwiſſenſchaft 
i von Dr. Joſef Szinnyei, Prof. an 
der Univerſität Budapeſt. Nr. 463. 
| Finnlanb. Zandedfunde des Euro⸗ 
päiſchen Rußlands nebſt Finns 
lands von Prof. Dr. A. Philippſon 
in Halle a. S. Nr. 359. 
Firniſſe. Harze, Lacke, Firniſſe von 
lg Dr. Karl Braun in Berlin. (Fette 
| und Öle III.) Nr. 337. 
Fiſche. Das Tierreich IV: Fiſche von 
Prof. Dr. Mag Rauther in Neapel. 
Mit 87 Abbild. Nr. 356. 
Fiſcherei und A 5 von Dr. Karl 
Eckſtein, Prof. a. d. Forſtakademie 
Eberswalde, Abteilungsdirigent bei 
der Hauptſtation ba RL 
Verſuchsweſens. Nr. 159. 
Flechten, Die. Eine Aberſicht unjerer 
Kenntniſſe v. Prof. Dr. G. Lindau, 
Kuſtos a. Kgl. Botaniſch. Muſeum, 
Vrivatdozent an d. Univers. Berlin. 
| Mit 55 Figuren. Nr. 688. 
Flora. Exkurſtons flora von Deutſch⸗ 
| land zum Beſtimmen der häufige- 
ren in Deutſchland wildwachſenden 
| Pflanzen v. Dr. W. Migu ia a. 
d. Forſtakademie Eiſenach. 2 Teile. 
Mit je 50 Abbild. Nr. 268, 289. 
Flußbau von Regierungsbaumeiſter 
Otte Rappold in Stuttgart. Mit 
103 Abbildungen. Nr. 397. 
Fördermaſchinen. Die elektriſch Gre 
triebenen, — a 5 Dipl. 
Berging Mit 82 Figuren. 
Nr. 678. 


Forenſiſche Pfüchiatrie von Profeſſor 
Dr. W. Weygandt, Dir. d. Irren⸗ 
anſtalt Friedrichsberg i. Hamburg. 
2 Bändchen. Nr. 410 u. 411. 

Forſtwiſſen ſchaft v. Dr. Ad. Schwap⸗ 
pad), Prof. a. d. Forſtakad. Ebers⸗ 
walde, Abteil.⸗Dirig. 5. d. Hauptſtat. 
d. forſtl. Verfuchsweſens. Nr. 108. 

Fortbildungs ſchulweſen, Das deut⸗ 
fhe. nach feiner geſchichtl. Entwick⸗ 
lung u. i. ſein. gegenwärt. Geſtalt v. 
H. Siercks, Reviſor gewerbl. Fortbil⸗ 
dungsſchulen in Schleswig. Nr. 392. 

Franken. Geſchichte Frankeus v. Dr 
Chriſt. Meyer, Kgl. preuß. Staats⸗ 
archivar a. D., München. Nr. 434. 

Frankreich. Franzöſiſche Geſchichte 
v. Dr. R. Sternſeld, Prof. an der 
Univerſität Berlin. Nr. 85. 

Jrankreich. Landesk. v. Frankreich v. 
Dr. Rich. Neuſe, Direkt. d. Ober⸗ 
realſchule in Spandau. 1. Bändch. 
M. 23 Abb. im Text u. 16 Rand- 
ſchaftsbild. auf 16 Taf. Nr. 468. 

— — 2, Bändchen. Mit 15 Abb. im 
Text, 18 Landſchaftsbild. auf 16 Ta⸗ 
feln u. 1 lithogr. Karte. Nr. 467. 

Franzöſiſch⸗deutſches Geſprächsbuch 
von C. Francillon, Lektor am 
orientaliſch Seminar u. an d. Har⸗ 
dol⸗bachſchule in Berlin. Nr. 596 

Franzöſtſche Grammatik von Cyprien 
Francillon, Lehrer am oriental. Se⸗ 
minar und an der Handelshochſchule in 
Berlin. Nr. 729. 

Franju nime Handels korreſpondenz v. 
Prof. Th. de Beaux, Officier de 
Instruction Publique. Nr. 183. 

Franzöſiſches Leſebuch mit Wörter 
verzeichnis von Cyprien Francillon, 
Lektor a. oriental. Seminar u. a. d. 
Handelsbochſchulei Berlin Nr eg. 

Fremdwort, Das, im Deutſchen v. Dr. 
Rud. Kleinpaul, Leipzig. Nr. 55. 

Fremdwörterbuch, Deutſches, von Dr. 
Rud. Kleinpaul, Leipzig. Nr. 273. 

Fuge. Erläuterung u. Anleitung zur 
Kompoſition derſelben v. Prof. 
Stephan Krehl in Leipzig. Nr. 418. 

Funktionentheorie von Dr. Konrad 
Knopp, Privatdozent an der Uni⸗ 
verſität Berlin. Is Grundlagen der 
allgemeinen Theorie der analyt. 
Funktionen. Mita Fig. Nr. 688. 

— — : Anwendungen der Theorie zur 
Unterſuchung ſpezieller analytiſcher 
Funktionen. Mit 10 Figuren. Nr. 703. 


Funktionentheorie, Einleitung in die, 
(Theorie der komplexen Zahlen⸗ 
reihen) von Max Roſe, Oberlehrer 
an der Goetheſchule in Deutſch⸗ 
Wilmersdorf. Mit 10 Fig. Nr. 581. 

Fußsartillerie, Die, ihre Organiſation, 
Bewaffnung u. Ausbildg. v. Splett, 
Oberleutn. im Sehrbat. d. Fußart.⸗ 
Schießſchule u. Biermann, Obers 
leutn. in der Verzuchs batt. d. Art.» 
Prüfungskomm. M. 35 Fig. Nr. 560. 


Gardinenfabrikation. Textilinduſtrie 
II: Weberei, Wirkerei, Po ſamen⸗ 
tiererei, Spitzen⸗ u. Gard inen⸗ 
fabrikation u. Filzfabrikation von 
Prof. Max Gürtler, Geh. Reg.⸗Rat 
im Kgl. Landesgewerbeamt zu 
Berlin. Mit 29 Figuren. Nr. 185. 

Gas⸗ und Waſſerinſtallationen mit 
Einſchluß der Abortanlagen von 
Prof. Dr. phil und Dr.⸗Ingen. 
Eduard Schmitt in Tarmftabt Mit 
119 Abbildungen. Nr. 412. 

Gaskraftmaſchinen, Die, v. Ing. Alfred 
Kirſchke in Kiel. 2 Bändchen. Mit 
116 Abb. u. 6 Tafeln. Nr. 316 u. 651. 

Gaſthäuſer und Hotels von Architekt 
Max Wöhler in Düſſeldorf. I: Die 
Beſtandteile u. die Einrichtung des 
Gaſthauſes. Mit 70 Fig. Nr. 525. 

— — II: Die verſchiedenen Arten von 
Gaſthäuſern. Mit 82 Fig. Nr. 526. 

Gebirgsartillerie. Die Entwicklung 
der Gebirgsartillerie von Kluß⸗ 
mann, Oberſt u. Kommandeur der 
1. Feld⸗Art.⸗Brigade in Königs» 
berg i. Pr. Mit 78 Bildern und 
Überſichtstafeln. Nr. 531. 

Genoſſenſchaftsweſen, Das, in 
Deutſchland v. Dr. Otto Lindecke 
in Düſſeldorf. Nr. 384. 

Geodäſie von Prof. Dr. C. Reinhertz in 
Hannover. Neubearbeitet von Dr. 
G. Förſter, Obſervator a. Geodätiſch. 
Inſt. Potsdam. M. 68 Abb. Nr. 102. 

— Vermeſſungskunde von Diplom. ⸗ 
Ing. P. Werkmeiſter, Oberlehr. a. d. 
Kati. Techn Schule i. Straßburg i. E. 
I: Feldmeſſen u. Nivellieren. Mit 
146 Abb. II: Der Theodolit. Trigo- 
nometr. u barometr. Höhenmeſſg. 
Tachymetr. M. 109 Abb. Nr. 468,468. 

Geographie, Geſchichte der, von Prof. 
Dr. Konrad Kretſchmer i. Charlotten- 
burg. Mit 11 Kart. im Text. Nr. 624. 
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Geologie in kurzem Auszug f f. Schulen 
u. zur © Selbſtbelehrung zuſammen⸗ 
geſtellt v. Prof. Dr. Eberh. Fraas 
in Stuttgart. Mit 16 Abbild. u | 
4 Tafeln mit 51 Figuren. Nr. 12, | 

Geometrie, Analytiiche, der beue | 
v. Prof. Dr. M. Simon in Strap: | 
burg. Mit 52 Figuren. Nr. 65. 

— — e An main zur Ana: | 
Intiſchen Geometrie der Ebene von 
O. Th. Bürklen, Profeſſor am 
Kgl. Realenmnaſum in Schwäb. 
Gmünd. Mit 32 Fig. Nr. 256. | 

— — des Raumes von Prof. Dr. M. 
Simon in Straßburg. Mit 28 Ab⸗ 
bildungen. Nr. 89. 

— — Aufgabenſammlung zur Anas i 

lytiſchen Geometrie des Raumes 

von O. Th. Bürklen, Profeſſor am 

Kal. Realgyumnaſium in Schwäb.⸗ 

Gmünd. Mit 8 Fig. Nr. 309. 

Darſtellende, von Dr. Robert 

Haußner, Prof: an d. Univ. Jena, 

1 it 110 Figuren. Nr. 142. 

— II. Mit 40 Figuren. Nr. 143. 

— Ebene, von G. Mahler, Profeſſor 

am Gymnaſium in Ulm. Mit 

111 zweifarbigen Figuren. Nr. 41. 

Projektive, in jonihet. Behar lung 

von Dr. Karl Doehlemann, Prof. 

an der Univerſität München. Mit 

91 Figuren. Nr. 72. 

W E Optik, Einführung in 
die, von Dr. W. Hinrichs in Wil- 
mersdorf-Berlin. Nr. 532. 

Geometriſches Zeichnen von H. Becker, 
Architekt u. Lehrer an der Bau⸗ 
gewerkſchule in Magdeburg, neube⸗ 
arbeitet von Prof J. Vonderlinn 
in Münſter. Mit 290 Figuren und 
23 Tafeln im Text. Nr. 58. 

Germaniſche Mythologie von Dr. E. 
Mogt, Prof. a. d. Univ. Leipzig. Nr. 15. 

Germaniſche Sprachwiſſenſchaft von 

r. Rich. Loewe. Nr. 238. 

Geſangskunſt. Technik der deutſchen 
Geſangs kunſt von Osk. Nos u. Dr. 
Hans Joachim Moſer. Nr. 576. 

Geſchäfts⸗ und Warenhäuſer v. Hans 
Schliepmann, Königl. Baurat in 
Berlin. I: Vom Laden zum, Grand 
Magasin“. Mit 23 Abb. Nr. 655. 

— — II: Die weitere Entwickelung 
d. Faufhäuſer. Mit 39 Abb. Nr. 656, 

ER Einleitung in die, 

9. Dr. Bernheim, Prof. an 
der u nl, Nr. 270. 


Geſchütze, Die modernen, der Fuß⸗ 
artillerie v. Mummenhoff, Oberſt⸗ 
leutnant u. Kommand. d. Thür. Zu 
artillerie Regt3. Nr. 18. 1: Vom Auf⸗ 
treten d. gezogenen Geſchütze bis 
zur Verwendung des rauchſchwa⸗ 
chen Pulvers 1850—1890. Mit 
50 Textbildern. Nr. 334. 

— — II: Die Entwicklung der heus 
tigen Geſchütze der Fuğartilierie 
jeit Einführung des rauchſchwachen 
Pulvers 1890 bis zur Gegenwart. 
Mit 33 Textbildern. Nr. 362. 

Geſchwindigkeitsregler der Kraftma⸗ 
ſchinen, Die, v. Tr.⸗Ing. H. Kröner 
in Friedberg. Mit 33 Fig. Nr. 604. 

Geſetzbuch, Bürgerliches, ſiehe: Recht 
des Bürgerlichen Geſetzbuches. 

Geſundheitslehre. Der menſchliche 
Körper, fein Bau und feine 7 Tätige 
keiten v. E. Rebmann, Oberſchulrat 
in Karlsruhe. Mit Geſundh 
lehre von Dr. med. H. Seiler. Mit 
47 Abbild. u. 1 Ta Fel. Nr. 18. 

Gewerbehygiene von Dr. E. Roth in 
Potsdam. Nr. 350. 

Gewerbeweſen von Werner Sombart, 
Profeſſor an der Handelshochſchule 
Berlin. I. II. Nr. 203, 204. 

Gewerbliche Arbeiterfrage, Die, von 
Werner Sombart, Prof. a. d. Hane 


delshochſchule Berlin. Nr. 209. 
Gewerbliche Bauten. Induſtrielle 


und gewerbliche Bauten (Speicher, 
Lagerhäuſer u. Fabriken) v. Archi⸗ 
tekt Heinr. Salzmann in Düſſeldorf. 
I: Allgemeines über Anlage und 
Konſtruktion der induſtriellen und 
gewerblichen Bauten. Nr. 511. 
— II: Speicher und Lagerhäuſer. 
Mit 123 Figuren. . 512. 
Zewichtsweſen. Mags, Münze u. Ge⸗ 
wicht we ſen v. Dr. Aug, Blind, Prof. 
a. d. Handelsſchule in Köln. Nr. 283. 
Gießereimaſchinen von Dipl.-Ing. 
Emil Treiber in Heidenheim a. B. 
Mit 51 Figuren Nr. 548. 
Glas- und keramiſche Induſtrie 
(Induſtrie der Silikate, der künſt⸗ 
lichen Bauſteine und des Mör⸗ 
tels I) v. Dr. Guft. Rauter in Char- 
3 Mit 12 Tafeln. Nr. 23“ 
eichſtrommaſchine, Die, von Ing. Da 
* Kinzbrunner in London. Mi 
81 Figuren. Nr. 257. 
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Gletſcherkunde v. Dr. 
in Wien. Mit 5 
Text und 11 Tafeln. Nr. 154. 

Gotifde Sprachdenkmäler mit Gram⸗ 
matik, zn u. 
v. Dr. Herm. Jantzen, 
Königin Suie Schule in Königs⸗ 
berg i Pr. Nr. 79. 

Gottfried von Straßburg. Hartmann 
von Aue. Wolfram von Eſchen⸗ 
bach und Gottfried von Straß⸗ 


ritz Machacek 


burg. Auswahl a. d. höfiſch. Epos m. 


Anmerk. u. Wörterbuch v. Dr. K. 
Marold, Prof. am Kgl. Friedrichs⸗ 
Kolleg. zu Königsberg! Pr. Nr. 2 
-Graphiſche Darſtellung in Wiſſenſch 
und Technik von Dr. Marcello v. P 
zani, Obering., Privatdozent an der 
Kgl. Techn. Hochſchule . 
burg. Mit 58 Fig. Nr. 
Grapuiſchen Künſte, Die, = Carl 
Kampmann, k. k. Lehrer an der k. k. 


Grappiſchen Sr und 9 t | 


Neugriechiſch. 
Griechiſche Altertums kunde v. Prof. 
Dr. Rich. Maiſch, neu bearbeitet v. 


Rektor Dr. Franz Pohlhammer. 
Mit 9 Vollbildern. Nr. 16. 
Griechiſche Geſchichte von Dr. Heinrich 
Swoboda, Profeſſor an d. deutſchen 
Univerſität Prag. Nr. 49. 
Griechiſche Literaturgeſchichte mit Be⸗ 
rückfichtigung d. Geſchichte der 
Wiſſenſchaften v. Dr. Alfred Gercke 
Prof. an der Univ. Breslau. 
2 Bändchen. Nr. 70 u. 557. 
e mes, Auswahl aus, 
von Prof. D r. morer, h in 
Karlsruhe i. 8. Nr. 6 
Griechiſchen Sprache, Geschichte der, 
I: Bis zum Ausgange d. klaſſiſchen 
Zeit v. Dr. Otto Hoffmann. Prof. 
en der Univ. Münſter. Nr. 111. 
Griechiſche u. römiſche Mythologie v. 
Prof. Dr. Herm. Steuding, Rekt. d. 
Gymnaſ. in Schneeberg. Nr. 27. 
Grund buchrecht, Das formelle, von 
Oberlandesgerichtsr. Dr. F. Kretzſch⸗ 
mar in Dresden. Nr. 549. 
Handelspolitik, Auswärtige, von Dr. 
Heinr. Sieveking, Profeſſor an 
der Univerjität 


bildungen im | 


gae] 


irig. Nr. 245. 


Handelsrecht, Deutſches, von Dr. Kari 
Lehmann, Prof. an d. Univerjität 
Göttingen. I: Einleitung. Der 
Kaufmann u. ſeine Hilfsperſonen. 
Offene Handelsgeſellſchaft. Kom⸗ 
mandit⸗ und ſtille Geſellſchaft. 
Nr. 45 7. 

— — II: Aktiengeſellſchaft. Geſellſch. 
m. b. H. Ging. Gen. Handelsgeſch. 


Nr. 458. 

Handels ſchutweſen, Das deutſche, 
von Direktor Theodor Blum in 
Deſſau. Nr. 558. 


Handelsſtand, Der, von Rechtsanwalt 


Dr. jur. Bruno Springer in Leipzig 
A Rechtskunde. Bd. 2). 
tr. 545 


Handelsweſen, Das, von Geh. Ober⸗ 


regierungsrat Dr. Wilh. Lexis, Pro- 
feſſor an der Univerſität Göttingen. 
I: Das Handelsperſonal und der 
_ Berenbanbel, Nr. 296. 

— II: Die Effektenbörſe und die 
innere Handelspolitik. Nr. 297. 


der, jeit der Mitte des 19. Jahr» 
hunderts u. ihr heutiger Stand von 
G. Wrzodek, Hauptmann u. Rome 
pagniechef im Inf.⸗Reg. Freiherr 
Hiller von Gärtringen (4 Poſenſches) 
Nr. 59 i. Soldau. M. 21 Abb. Nr. 366. 


Harmonielehre von A. Halm. Mit 
vielen Notenbeiſpielen. Nr. 120. 


Hartmann von Aue, Wolfram von 
Eſchenbach und Gottfried von 
Straßburg. Auswahl aus d. höfi⸗ 
ſchen Epos mit Anmerk. u. Wörter⸗ 
7 von Dr. K. Marold, Prof. am 
Königl. Seeed Fee zu 
Königsberg i. Pr. 2 

Harze, Lacke, Firniſſe von De Karl 
Braun in Berlin. (Die Fette und 
Cle III). Nr. 337. 


Sebrarnge, Die, ihre Konſtruktion u. 
Berechnung von Ing. Prof. Herm 
Wilda, Bremen. Mit 399 Abb. 
Nr. 414. 

Heeresorganiſation, Die Entwicklung 
der, ſeit Einführung der ſtehenden 
Heere von Otto Neuſchler, Haupt⸗ 
mann und Kompagniechef. I: Ge⸗ 
ſchichtliche Entwicklung bis zum 

mne d. 19. Jahrg. Nr. 552. 

— — II: Die Heeresorganiſation im 

20. Jahrhundert. Nr. 731. 
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Heizung u. Lüftung v. Ing. Johannes Infektions krankheiten, Die, und ihre 


Körting in Düſſeldorf. I: Das Verhütung von Stabsarzt Dr. W. 


Weſen u. die Berechnung der Hei⸗ Hoffmann in Berlin. Mit 12 vom 
zungs⸗ u. Lüftungsanlagen. Mit Verfaſſer gezeichneten Abbildungen 
34 Figuren. Nr. 342. und einer Fiebertafel. Nr. 327. 


— — II: Die Ausführung der Hei⸗ Inſ⸗kten. Das Tierreich V: Inſekten 
zungs- u. Lüftungsanlagen. Mit v. Dr. J. Groß in Neapel (Sta one 
191 Figuren. Nr. 343. nolan.) Mit 56 Abb. Nr. 594, 

Heſſen. Landeskunde des Groß⸗ Juſtrumentenlehre v. Muſikdir. Profeſſor 
herzogtums Heſſen, der Provinz Franz Mayerhoff in Chemnig. I: 
Heſſen⸗Naſſau und des Fürſten⸗ Tezi. Nr. 437. 
tums Waldeck v. Prof. Dr. Georg | — — II: Notenbeiſpiele. Nr. 438. 
Greim in Darmſtadt. Mit 13 Ab- Integralrechnung von Dr. Friedr. 

bildungen und 1 Karte. Nr. 376. Junker, Rekt. d. Realgumnaſiums 

Hieroglyphen von Geh. Regier.⸗Rat u. d. Oberrealſchule in Göppingen. 
Dr. Ad. Erman, Prof. an der Uni⸗ Mit 89 Figuren. Nr. 88. 


verſität Berlin. Nr. 608. Integralrechnung. Repetitorium u. 
Hochſpannungstechnik, Einführ. in die Aufgabenſammlung zur Integral⸗ 
moderne, von Dr.-Ing. K. Fiſcher rechnung von Dr. Friedr. Junker, 
in Hamburg⸗ Bergedorf. Mit 92 Fig. Rekt. d. Realgymnaſiums u. der 


Nr. 609. Oberrealſchule in Göppingen. Mit 
Holz, Das. Aufbau, Eigenſchaften u. 52 Figuren. Nr. 147. 
Verwendung v. Ing. Prof. Herm. Iſrael. Geſchichte Iſraels bis auf 
Wilda in Bremen. Mit 33 Abb. die griechiſche Zeit von Lic. Dr. 
Nr. 459. J. Benzinger. Nr. 231. 
Hotels. Gaſthäuſer und Hotels von Italieniſche Handels korreſpondenz v. 
Archit. Max Wöhler in Düſſeldorf. Prof. Alberto de Beaux, Oberlehrer 
I: Die Beſtandteile u. d. Einrichtg. am Königl. Inſtitut S. S. Annun⸗ 
des Gaſthauſes. Mit 70 Fig. Nr. 525. ziata in Florenz. Nr. 219. 
— — II: Die verſchiedenen Arten von Italieniſche Literaturgeſchichte von 
Gaſthäuſern. Mit 82 Fig. Nr. 526. Dr. Karl Voßler, Profeſſor an der 
Hydraulik v. W. Hauber, Dipl.-Ing. Univerſität München. Nr. 125. 
in Stuttgart. Mit 44 Fig. Nr. 397. Jugendpflege I: Männliche Jugend 
Hygiene des Städtebaus, Die, von von H. Siercks. Vorſitzender des Wer- 
Prof. H. Chr. Nußbaum in Han- eins für Jugendwohlfahrt in Schles⸗ 
nover. Mit. 30 Abb. Nr. 348. wig⸗Holſtein in Schleswig. Nr. 714. 
— des Wohnungsweſens, Die, von Kaiiissupa, Tie, im biaſctnen san 
Prof. H. Chr. Nußbaum in Han- Ing. H. Bethmann, Doz.. echnik. 
nover. Mit 20 Abbild. Nr. 363. Altenburg. Mit i3 Abb. Nr. 488. 
Iberiſche Halbinſel. Landeskunde der Kältemaſchinen. Die thermodyna⸗ 
Iberiſchen Halbinſel von Dr. Fritz miſchen Grundlagen der Wärme⸗ 
Regel, Prof. a. d. Univ. Würzburg. kraft⸗ und Kältemaſchinen von M. 
M. 8 Kärtchen u. 8 Abb. im Text u. Röttinger, Dipl.⸗Ing. in Manns 
1 Karte in Farbendruck. Nr. 235. beim. Mit 73 Figuren. Nr. 2. 
Indiſche Religionsgeſchichte von Prof. Kamerun. Die deutſchen Kolonien 


Dr. Edmund Hardy. Nr. 83. I: Togo und Kamerun von Prof. 
Indogerman. Sprachwiſſenſcmaft von Dr. Karl Dove. Mit 16 Tafeln un 

Dr. R. Meringer, Profeſſor an der einer ther Mnrte Pr. 441. 

Univerſ. Graz. M. 1 Tafel. Nr. 59 Kampf um befeſtigte Stellungen, feine 
Induſtrielle u. gewerbliche Bauten Formen und Grundſätze von Major 


(Speicher, Lagerhäuſer u. Fabriten) Tierſch, Kommandeur des Kurheſſiſch. 
von Architekt Heinr. Salzmann in Pionier⸗Bat. Nr. 11. Nr. 732. 
Düſſeldorf. I: Allgemeines üb. An- | Kampfesformen u. Kampfe zweiſe der 
lage u. Konſtruktion d. induſtriellen In anteri von Hin Oberſtleutnant 
u. gewerblichen Bauten. Nr. 511. beim Stabe des 5. Weſtpreußiſchen 


— — II: Speicher und Sagerhäuſer. Infanterie⸗Regiments Nr. 148 in 
Mit 123 Figuren. Nr. 512. Bromberg. Mit 15 Abbilogn. Nr. 712. 
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Kanal und Schleuſenban von Ke- 
gierungsbaumeiſter Otto Rappold 


in Stuttgart. Mit 78 Abb. Nr. 585. 
Kant, Immanuel. (Geſchichte d. Philo⸗ 


ſophie Bd. 5) v. Dr. Bruno Bauch, 
Prof. a. d. Univ. Jena. Nr. 536. 

Kartell u. Truf v. Dr. S. Tſchierſchky 
in Düſſeldorf. Nr. 522. 

Kartenkunde von Dr. M. Groll, Marto- 
graph i. Berlin. 2 Bändchen. I: Die 
Projektionen. Mit 56 Fig. Nr. 30. 

— — II: Der Karteninhalt u. das Mef- 
fen auf Karten. Mit 39 Fig. Nr. 598. 

Kartographiſche Aufnahmen u. gece 
graph. Ortsbeſtimmung auf Reijen 
von Dr.-Ing. R. Hugershoff, Prof. 
an der Forſtakademie zu Tharandt. 
Mit 73 Figuren. Nr 607. 

Katholiſchen Kirche, Geſchichte der, von 
der Mitte des 18. Jahrh. bis zum 
Vatikaniſchen Konzil von Geh. Konſ.⸗ 
Hat Prf. D. Mirdt i. Göttingen. Nr. 700. 

Kaufmänniſche Rechts kunde. I: Das 
Vechſelweſen v. Rechtsanwalt Dr. 
Rud. Mothes in Leipzig. Nr. 103. 

— II: Der Handelsſtand v. Rechtsanw. 
Dr. zur. B. Springer, Leipzig. Nr. 545. 

Kaufmänniſches Rechnen von Prof. 
Richard Juſt, Oberlehrer a. d. 
Offentl. Handelslehranſtalt d. Dres⸗ 
dener Kaufmannſchaft. I. II. III. 
Nr. 139, 140, 187. 

Keilſchrift, Die, von Dr. Bruno Meißner, 
0. Profeſſor a. d. Univeriität Breslau. 
Mit 6 Abbildungen. Nr. 708. 

Keramiſche Induſtrie. Die Induſtrie 
der Silikate, der künſtlichen Bans 
feine und des Mörtels von Dr. 
Guft. Rauter. I: Glas u. ferem. 
Induſtrie. Mit 12 Taf. Nr. 233. 

Kerzenfabrikation. Die Seifenfabri⸗ 
kation, die Seifenanalyſe und die 
Kerzenfabrikation von Dr. Karl 

Braun in Berlin. (Die Fette u. 
Cle II.) Mit 25 Abb. Nr. 336, 

Kiautſchou. Die deutſchen Kolonien 
II: Das Süd ſeegevbiet und Kiau⸗ 
tſchou v. Prof. Dr. K. Dove. Mit 

18 Taf. u. 1 lithogr. Karte. Nr. 520. 

Kindesrecht u. Kinderſchutz von Aſſeſſor 
H. E. Wendel in Grunewald. Nr. 693. 

Kinematik von Dipl.-Ing. Hans Pol- 
fer, Aſfſiſt. a. d. Kgl. Techn. Hod- 
ſchule Dresden. M. 78 Abb. Nr. 584. 

Kirchenrecht v. Dr. E. Sehling, ord. 

of. d. Rechte in Erlangen. Nr. 377 


Klima und Leben (Bioklimatologie) 

von Dr. Wilh. R. Eckardt, Aſſiſt. an 

der öffentl. Wetterdienſtſtelle in 

Weilburg. Nr. 629. 

Klimakunde I: Allgemeine Klimalehre 
von Prof. Dr. W. Köppen, Meteors- 
loge der Seewarte Hamburg. Mit 
7 Taf. u. 2 Figuren. Nr. 114. 

Kolonjalgeſchichte von Dr. Dietrich 
Schäfer, Profeſſor der Geſchichte an 

der Univerſität Berlin. Nr. 156. 
Kolonialrecht, Deutſches, von Prof. Dr. 
H. Edler von Hoffmann, Studien⸗ 


direktor d. Akademie für kommunale 
Verwaltung in Düſſeldorf. Nr. 318. 
Kometen. Aſtronomie. Größe, Be⸗ 
wegung u. Entfernung d. Himmels⸗ 
örper v. A. F. Möbius, neu bearb. 
v. Dr. Herm. Kobold, Prof. an der 
Univ. Kiel. II: Kometen, Meteore 
u. das Sternſyſtem. Mit 15 Fig. 
u. 2 Sternkarten. Nr. 529. 
| Kommunale Wirtſchaftspflege von 
| Dr. Alfons Nieß, Magiſtratsafſeſſor 
in Berlin. Nr. 534. 
Kompoſitionslehre. Muſikaliſche For» 
menlehre v. Steph. Krehl. I. II. M. 
viel. Notenbeiſpiel. Nr. 149, 150. 
Kontrapunkt. Die Lehre von der jelb- 
ſtändigen Stimmführung v. Steph. 
1i Krehl in Leipzig. Nr. 390. 
Kontrollweſen, Das agrikulturchemiſche, 
von Dr. Paul Kirſche in Leopolds⸗ 
hall⸗Staßfurt. Nr. 304. 
Foordinatenſyſteme v. Paul B Fiſcher, 
Oberl. a. d. Oberrealſchule zu Groß⸗ 
Lichterfelde. Mit 8 Fig. Nr. 507. 
Körper, Der menſchliche, ſein Bau 
und ſeine Tätigkeiten von E. Reb⸗ 
mann, Oberſchulr. i. Karl; uhe. Mit 
Geſundheitslehre von Dr. med. H. 
Seiler. M. 47 Abb. u. 1 Taf. Nr. 18. 
Inftemanichlen ehe: Veranſchlagen. 
Kredit⸗ und Bankweſen von Geh. Ober⸗ 
regierungsrat Wilhelm Lexis, Prof. an 
der Univ. Göttingen. Nr. 733. 
Kriegsſchiffbau. Die Entwicklung des 
Kriegsſchiffbaues vom Altertum 
his zur Neuzeit. Von Tjard Schwarz. 
Geh. Marinebaurat u. Schiffbau⸗ 
Direktor. I. Teil: Das Zeitalter der 
Ruderſchiffe u. der segelſchiffe f. d. 
Kriegsführung zur See vom Alter⸗ 
tum bis 1840. Nit 32 Abb. Nr. 471. 
— — II. Teil: Das Zeitalt. der ame fs 
ſchiffe f. d. Kriegs führ. z. See v. 1840 
bis zur Neuzeit. weit 81 Abb. Nr. 472 · 
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Kriegsweſens, Geſchichte des, von Dr. 1 
Emil Daniels in Berlin I: Das | 
antike Kriegsweſen. Nr. 488. | 
II: Das mittelalterliche Kriegs⸗ 
meien. Nr. 498. | 

— — III: Das Kriegsweſen ber Neus | 
zeit. Erſter Teil. Nr. 518. | 

IV: Das Kriegsweſen der Neu⸗ 

„weiter Teil. Nr. 537. 

: Das Kriegsweſen der Neu⸗ 
zeit. Dritter Teil. Nr. 568. 
— — VI: Das Kriegsweſen der Neu⸗ 


| 
| 
| 


zeit. Vierter Teil. Nr. 670. 
— — VII: Das Kriegsweſen Ber Neu- 
zeit. Fünfter Teil. Nr. 671. 


Kriſtallographie v. Dr. W. Drug, | 
Prof. a. d. Bergakademie Clause | 
thal. Mit 150 Abbild. Nr. 210. 

Kriſtalloptik, Einführung in die, von 
Pr. Eberhard Buchwald i. München. 
Mit 124 Abbildungen. Nr. 619. 

Kudrun und Dietrichepen. Mit Ein⸗ 
leitung und Wörterbuch von Dr. O. 
L. Jiriczek, Profeſſor an der Uni⸗ 
verſität Würzburg. Nr. 10. 

Kultur, Die, der Renaiſſance. Ge⸗ 
ſittung, Forſchung, Dichtung v. Dr. 
Robert F. Arnold, Profeſſor an der 
Univerſität Wien. Nr. 189. 

Kulturgeſchichte, Deutſche, von Dr. 
Reinh. Günther. Nr. 56. 

Kurvendiskuſſton. Algebraiſche Kur: 
ven von E. Beutel, Oberreallehrer 
in Vaihingen⸗Enz. I: Kurvendiskuſ⸗ 
fion. Mit 57 Fig. im Text. Nr. 435. 

Kurzſchrift ſiehe: Stenographie. 

Küſtenartillerie. Die Entwicklung der 
Schiffs⸗ und Küſtenartillerie bis 
zur Gegenwart v. Korvettenkapitän 
Huning. Mit Abb. u. Tab. Nr. 606. 

Lacke. Harze, Lacke, Firniſſe von Dr. 
Karl Braun in Berlin. (Die Fette 
und Sle III.) Nr. 337 

Lagerhäuſer. Induſtrielle und ges 
werbliche Bauten. (Speicher, 
Lagerhäuſer u. Fabriken) von 
Architekt H. Salzmann, Düfſeldarf. 
I: Allgem. über Anlage u-Konſtrukt. d. 
induſtr. u. gewerbl. Bauten. Nr. 511. 

— — li; Speicher u. Lagerhäuſer. 
Mit 123 Fig. Nr. 512. 

Länder⸗ und Völkernamen von Dr. 
Rub. Kleinpaul in Leipzig. Nr. 478 

Landſtraßenbau von Kgl. . 
A. Liebmann, Betriebsdirekt. a. 

i. Magdeburg. Mit 44 Fig. Nr. 888. 
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H 


! Solomotiven. 


Land wirtſchaftliche Betriebslehre 
E. Langenbeck in Groß- Lichterfelde. 
Nr. 227. 

Landwirtſchaftlichen Maſchinen, Die, 
von Karl Walther Zirlom. -Ing. 
in Mannheim. 3 Send chen. Mit 
vielen Abbildgn. Nr. 407—403 

Lateiniſche Grammatik. Grundriß der 
latein. Sprachlehre v. Prof. Dr. B. 
Votſch in Magdeburg. Nr. 82. 

— Sprache. Geſchichte der lateini⸗ 
ſchen Sprache v. Dr. Friedr. Stolz, 
Prof. an d. Univ. Innsbruck. Nr. 492. 

Lateiniſches Lejebuc für Oberrealſchulen 
und zum an enthaltend: 
Cäſars Kämpfe mit Germanen 
und den zweiten Dun gen Krieg ven 
Profeſſor Lic. theol. Johannes ği 
mann, Oberlehrer en der Klinger⸗ 

Oberrealſchule in Frankfurt a. M. 
Mit Vokabular. Nr. 713. 

Laubhölzer, Die. Kurzgefaßte Beſchrei⸗ 
bung der in Mitteleuropa einhetmi⸗ 
ſchen Bäume und Sträucher, ſowie der 
wichtigeren in Gärten gezogenen 
Laubholzpflanzen von Dr. F. W. Neger, 
Profeſſor an der Kgl. Forſtakademie 
Tharandt. Mit 74 Textabbildgn. und 
6 Tabellen. Nr. 718. 

Leuchtgasfabrikation, Die Neben 

produkte der, von Dr. phil. K. R. 
Lange, e Mit 
13 Figuren. Nr. 661. 

icht. Theoretiſche Syiir II. Teil: 

Licht und Wärme. Von Dr. Guſt. 
Jäger, Prof. an der Techn. Hoch⸗ 
ſchule in Wien. M. 47 Abb. Nr. 77. 

Logarithmen. Vierſtellige Tafeln und 

Gegentafeln für logarithmiſches u. 

trigonometriſches Rechnen in zwei 

Farben zuſammengeſtellt von Dr. 

Herm. Schubert, Prof. an der Ge⸗ 

lehrtenſchule des Johanneums en 

Hamburg. Neue Ausgabe v. 

Dr. Robert Haußner Prof. an der 

Univerſität Jena. Nr. 81. 

Füufſtellige, von Profeſſor Auguſt 


Q 


Adler, Direktor der k. k. Staats⸗ 
oberrealihule in Wien. Nr. 423. 


Logik. Pſychologie und Lygik zur Eins 
führung in die Philsſophie von 
Profeſſor Dr. Th. Elſenhans. Mit 
13 Fieuren. Fr. ih 

Eiſenbahnfahrzeuge 

von H. Hinnenthal. I: Die Roio- 

motiven Mit 89 Text u. 
Tafeln. Nr. 107. 


Lothringen. Geſchichte Lothringens 
von Dr. Herm. Derichs weiler, Geh. 


Regierungsrat in Straßburg. Nr. 6. | 


— Landeskunde v. Elſaß⸗ Lothringen 
v. Prof. Dr. R. Langenbeck in 
Straßburg i. E. Mit 11 Abb. u. 
1 Karte. Nr. 215. 

Lötrohrprobierkunde. Qualitative 
Analyfe mit Hilfe des Lötrohrs 
von Dr. Mart. Henglein in Freiberg 
i. Sa. Mit 10 Figuren. Nr. 483. 

Lübeck. Landes kunde d. Großherzog ⸗ 
tümer Mecklenburg u. der Freien 
u. Hanſeſtadt Lübeck v. Dr. Sebald 
Schwarz, Direktor der Realſchule 
zum Dom in Lübeck. Mit 17 Ab⸗ 
bildungen und Karten im Text und 
1 lithographiihen Karte. Nr. 487. 

Luftelektrizität von Dr. Karl Kähler, 
wiſſenſchaftlichem Hilfsarbeiter am 
Königl. Preuß. Meteorologiſch⸗ 
Magnetiſchen Obſervatorium in 
Potsdam. Mit 18 Abb. Nr. 649. 

Luftſalpeter. Seine Gewinnung durch 
den elektriſchen Flammenbogen von 
Dr. G. Brion, Prof. an der Kgl. 
Bergakademie in Freiberg. Mit 
50 Figuren. Nr. 616. 

Luft⸗ und Meeresſtrömungen von Dr. 
Franz Schulze, Direktor der Navi⸗ 
gationsſchule zu Lübeck. Mit 27 Ab- 
bildungen und Tafeln. Nr. 551. 

Lüftung. Heizung und Lüftung von 
Ing. Johannes Körting in Düſſel⸗ 
dorf. I: Das Weſen und die Be⸗ 
rechnung d. Heizungs- u. Lüftungs 
anlagen. Mit 34 Fig. Nr. 342, 

— — II: Die Ausführung der 
Heizungs⸗ und Lüftungsanlagen. 
Mit 191 Figuren. Nr. 343. 

Luther, Martin, und Thom. Murner. 
Ausgewählt und mit Einleitungen 
u. Anmerkungen verſehen v. Prof. 
G. Berlit, Oberlehrer am Nikolai; 
gymnaſium zu Leipzig. Nr. 7. 
agnetismus. Theoretiſche Phyſik 
III. Teil: Elektrizität u. Magnetis⸗ 
mus. Von Dr. Guſtav Jäger, Prof. 
an der Techniſchen Hochſchule Wien. 
Mit 33 Abbildungen. Nr. 78. 

Mälzerei. Brauereiweſen I: Mälzerei 
von Dr. P. Dreverhoff, Direktor d. 
Offentlichen und 1. Sächſ. Verjuchs ⸗ 
ſtation für Brauerei und Mälzerei, 
ſowie der Brauer- und Mälzerſchule 
zu Grimma. Nr. 303. 


Märkte und Markthallen für Lebens⸗ 
mittel von Richard Schachner, Städt. 
Baurat in München. I: Zweck und Be⸗ 
deut. von Märkten u. Markthallen, ihre 
Anlage u. Ausgeſtalt. II: Markthallen⸗ 
bauten. Mit zahlr. Abb. Nr. 719 u. 720. 
Maſchinenbau, Die Kalkulation im, 
v. Ing. H. Bethmann, Doz. a. Techn. 
Altenburg. Mit 63 Abb. Nr. 488. 
| die Materialien des Maſchinen⸗ 
baues und der Elektrotechnik von 
Ingenieur Prof. Hermann Wilda. 
Mit 3 Abbildungen. Nr. 476. 
Maſchinenelemente, Die. Kurzgefaß⸗ 
tes Lehrbuch mit Beiſpielen für vas 
Selbſtſtudium u. d. prattiſchen Ge⸗ 
brauch von Fr. Barth, Oberingen. 
in Nürnberg. Mit 86 Fig. Nr. 3. 
Maſchinenzeichnen, Praktiſches, von 
Obering. Rich. Schiffner in Warm 
brunn. I: Grundbegriffe, Einfache 
Maſchinenteile bis zu den Kuppe⸗ 
lungen. Mit 60 Tafeln. Nr. 289, 
II: Lager, Riem u. Seil⸗ 
ſcheiben, Zahnräder, Kolbenpumpe. 
Mit 51 Tafeln. Nr. 590. 
Maßanalyſe von Dr. Otto Röhm in 
Darmſtadt. Mit 14 Fig. Nr. 221. 
Maß⸗, Münz: und Gewichtsweſen von 
Dr. Auguſt Blind, Profeſſor an der 
Handelsſchute in Köln. Nr. 283. 
Materialprüfungsweſen. Einführung 
in die moderne Technik d. Material- 
prüfung v. K. Memmler, Dipl.-Ing., 
ſtänd. Mitarbeiter a. Kgl. Material ⸗ 
Prüfungsamte zu Gr.” Lichterfelde. 
I: Materialeigenſchaften. — Feſtig⸗ 
keitsverſuche. — Hilfsmittel f. Feſtig⸗ 
keitsverſuche. Mit 58 Fig. Nr. 311. 
— — U: Metallprüfung und Prüfung 
v. Hilfsmaterialien des Maſchinen⸗ 
baues. — Baumaterialprüfung. — 
Papierprüfung. — Schmiermittel; 
prüfung. — Einiges über Metallo⸗ 
graphie. Mit 31 Fig. Nr. 312. 
Mathematiſche Formelſammlung und 
Repetitorium der Mathematit, ent⸗ 
haltend die wichtigſten Formeln u. 
Lehrſätze d. Arithmetik, Algebra, 
algebraiſchen Analpſis, ebenen Geo⸗ 
metrie, Stereometrie, ebenen und 
ſphäriſchen Trigonometrie, math. 
Geographie, analyt. Geometrie der 
Ebene und des Raumes, der Diffe⸗ 
rential⸗u. Integralrechnungv. O. Th. 
Biuürclen, Prof. am Kgl. Realgymn. 
inschw.⸗Gmünd. M. 18 Fig. Nr. 51. 


16 


Mathematik, Geſchichte der, von Dr. 
A. Sturm, Prof. am Obergym⸗ 
naſium in Seitenſtetten. Nr. 226. 

Maurer: und Steinhauerarbeiten von 
Prof. Dr. Phil. und Dr.-Ing. Ed. 
Schmitt in Darmſtadt. 3 Bändchen. 
Mit vielen Abbild. Nr. 419—421. 

Mechanik. Theoret. Phy ſik L Teil: 
Mechanik und Akuſtik. Von Dr. 
Guſt. Jäger, Prof. an der Tech⸗ 
niſchen Hochſchule in Wien. Mit 
19 Abbildungen. Nr. 76. 

Mechaniſche Technologie von Geh. Hof⸗ 
rat Profeſſor A. Lüdicke in Braun⸗ 
ſchweig. 2 Bändchen. Nr. 340, 341. 

Mecklenburg. Lauveskunde d. Groß⸗ 
herzogtümer Mecklenburg u. der 
Freien u. Hanſeſtadt Lübeck von 
Dr. Sebald Schwarz, Direktor der 
Realſchule zum Dom in Lübeck. Mit 
17 Abbild. im Text, 16 Taf. und 
1 Karte in Lithographie. Nr. 487. 

Mecklenburgiſche Geſchichte von Ober ⸗ 
lehrer Otto Vitenſe in Neubranden⸗ 
burg i. M. Nr. 610. 

Medizin, Geſchichte der, von Dr. med. 
et phil. Paul Diepgen, Privat- 
dozent für Geſchichte der Medizin 
in Freiburg i. Br. I: Altertum. 


Meereskunde, Phyſiſche, von Prof. 
Dr. Gerhard Schott, Abteilungs- 
vorſteher bei d. Deutſchen Seewarte 
in Hamburg. Mit 39 Abbildungen 
im Text und 8 Tafeln. Nr. 112. 

Meeresſtrömungen. Luft⸗ u. Meeres · 
ſtrömungen v. Dr. Franz Schulze, 
Dir. d. Navigationsſchule zu Lübeck. 
Mit 27 Abb. u. Tafeln. Nr. 551. 

Meliorationen v. Baurat Otto Fauſer in 
Ellwangen. 2 Bdchen. Mit vielen 
Fig. Nr. 691/92. 

Menſchliche Körper, Der, ſein Bau u. 
ſeine Tätigkeiten von E. Rebmann, 
Oberſchulrat in Karlsruhe. Mit Ge⸗ 
ſundheitslehre v. Dr. med. H. Sei⸗ 
ler. Mit 47 Abb. u. 1 Tafel. Nr. 18. 

Metallographie. Kurze, gemeinfaß⸗ 
liche Darſtellung der Lehre von den 
Metallen u. ihren Legierungen unter 
beſond. Berückſichtigung der Metall⸗ 
mikroſkopie v. Prof. E. Heyn u. Prof. 
O. Bauer a. Kgl. Materialprüfungs⸗ 
amt (Gr.⸗ Lichterfelde) d. K. Techn. 
Hochſchule zu Berlin. I: Allgem. 
Teil. Mit 45 Abb. im Text und 5 
Lichtbildern auf 3 Tafeln. Nr. 432. 


Metallographie II: Spez. Teil. Nit 
j| 49 Abb. im Text und 37 Lichtbildern 
I auf 19 Tafeln. Nr. 433. 
Metallurgie von Dr. Auguſt Geis in 
Kriſtiansſand (Norwegen). I. II. 
Mit 21 Figuren. Nr. 313, 814. 
Meteore. Aſtronomie. Größe, Bewe⸗ 
gung u. Entfernung der Himmels⸗ 
körper von A. F. Möbius, neu be⸗ 
arbeitet von Dr. Herm. Kobold, 
Prof. a. d. Univ. Kiel. II: Kometen, 
Meteore u. das Sternenſyſtem. Mit 
15 Fig. u. 2 Sternkarten. Nr. 529. 

Meteorologie v. Dr. W. Trabert, Prof. 
en der Univerlität Wien. Mit 49 
Abbild. u. 7 Tafeln. Nr. 54. 

Militäriſche Bauten v.Rg.⸗Baumſtr. R. 
Lang i. Stuttgart. M. 59 Abb. Nr. 828. 

Militärſtrafrecht, Deutſches, v. Dr. Max 
Ernſt Mayer, Prof. an d. Univ. Straß⸗ 
burg i. E. 2 Bde. Nr. 371, 372. 

Mineralogie von Geheimer Bergrat 
Dr. R. Brauns, Prof. an d. Univ. 
Bonn. Mit 132 Abbild. Nr. 29. 

Minneſang und Spruchdichtung. 
Walther von der Vogelweide mit 
Auswahl aus Minneſang und 
Spruch dichtung. Mit Anmerkungen 
u. einem Wörterb. von O. Güntter, 
Prof. an d. Oberrealſchule u. an d. 
Techn. Hochſchule i. Stuttgart. Nr. 23. 

Mittelhochdeutſche Dichtungen aus 
mittelhochdeutſcher Frühzeit. In 
Auswahl mit Einleitg. u. Wörter⸗ 
buch herausgeg. von Dr. Hermann 
Jantzen, Dir. d. Königin Luiſe⸗ 
Schule i. Königsberg i. Pr. Nr. 137. 

Mittelhochdeutſche Grammatik. Der 
Nibelunge Nöt in Auswahl und 
mittelhochdeutſche Grammatik mit 
kurz. Wörterb. v. Dr. W. Golther, 
Prof. a. d. Univ. Roſtock. Nr. 1. 

Mooſe fiche: Algen, Mooſe und Farn⸗ 
pflanzen. 

Morgenland. Geſchichte des alten 
Morgenlandes v. Dr. Fr. Hommel, 
Prof. an d. Univerſität München. 
Mit 9 Bildern u. 1 Karte. Nr. 43. 

Morphologie und Organographie der 
Pflanzen v. Prof. Dr. M. Nord⸗ 
haufen in Kiel. M. 123 Abb. Nr. 141. 

Mörtel. Die Induſtrie d. künſtlichen 
Bauſteine und des Mörtels von 
Dr. G. Rauter in Charlottenburg. 
Mit 12 Tafeln. Nr. 234. 

Mundarten. Die deutſchen, von Prof. 
Dr. H. Reis in Mainz. Nr. 605. 
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Mundarten, Plattdeutſche, von Dr. 
Hubert Grimme, Profeſſor an der 
Univerſ. Münſter i. W. Nr. 461. 

»Münzweſen. Maß⸗, Münz⸗ und Ges | 
wichtsweſen von Dr. Aug. Blind, 
Prof. a. d. Handelsſchule in Köln. 
Nr. 283 


Murner, Thomas. Martin Luther u. 
Thomas Murner. Ausgewählt u. | 
m. Einleitungen u. Anmerk. verſehen 
von Prof. G. Berlit, Oberlehrer am | 
Nikolaigymnaſ. zu Leipzig. Nr. 7. 

Mujit, Beſchichte der alten und mittel⸗ 
alterlichen, v. Dr. A. Möhler m 
Steinhaußen. 2 Bdch. Mit zahlr. 
Abb. u. Muſikbeil. Nr. 121 u. 347. 

Muſikaliſche Akuſtik von Profeſſor Dr. 
Karl L. Schäfer in Berlin. 

36 Abbildungen. Nr. 21. 

Muſikal. Formenlehre (Kompoſitions⸗ 
lehre) von Stephan Krehl. I. IL 
Mit viel. Notenbeiſp. Nr. 149, 150. 

Muſikäſthetik von Dr. Karl Grunsky in 
Stuttgart. Nr. 344. 

Muſikgeſchichte des 17. Jahrhunderts v. 
Dr. Karl Grunsky i. Stuttgart. Nr. 239. 

Muſikgeſchichte des 18. Jahrhunderts 
von Dr. Karl Grunsky in Stuttgart. 
I. II. Nr. 710, 725. 

Muſikgeſchichte ſeit Beginn des 19. 
Jahrhunderts v. Dr. K. Grundig 
in Stuttgart. I. II. Nr. 164. 165. 

Muſiklehre, Allgemeine, von Stephan 
Krehl in Leipzig. Nr. 220. 

Nadelhölzer, Die, von Dr. F. W. Neger, 
Prof, an der Königl. Torſtakademie 
zu Tharandt. Mit 85 Abbildungen, 
5 Tabellen und 3 Karten. Nr. 355. 

Nahrungsmittel. Ernährung n. Nay: 
rungs mittel v. Oberitabsarzt Prof. 
H. Biſchoff in Berlin. Mit 4 Ab- 

bildungen. Nr. 464. 

Nautik. Kurzer Abriß d. täglich an 
Bord von Handelsſchiffen angew. 
Teils d. Schiffahrtskunde. Von Dr. 
Franz Schulze, Dir. d. Navigations- 

i iome au Lübeck. Mit 56 Abbildgn. 
Nr. 84. 

Neuengliſche Laut⸗ und Formenlehre von | 
Dr. Eilert Etwall, Prof. an der Un w. 
Lund. Nr. 735. | 

Neugriechiſches Leſebuch (Schrift und 
Volksſprache) mit Gloſſar, geſammelt 
und erläutert von Dr. Johannes E. 
Kalitſunakis, Dozent am Orient. Sem. 
der Univ. in Berlin. Nr. 726. 


Neugriechiſch ⸗deutſches Geſprüchs⸗ 
buch mit beſond. Berückſichtigung d. 
Umgangsſprache v. Dr. Johannes 
Kalitſunakis, Doz. am Seminar für 
orient. Sprache in Berlin. Nr. 58 7. 

Neunzehntes Jahrhundert. Geſchichte 
des 19. Jahrhunderts von Oskar 
Jäger, o. Honorarprof. a. d. Univ. 
Bonn. 1. Bdch.: 1800 —1852. Nr. 216. 

— — 2. Bändchen: 1853 bis Ende des 
Jahrhunderts. Nr. 217. k 

Neuteſtamentliche Zeitgeſchichte von 
Lic. Dr. W. Staerk, Prof. a. der 
Univ. in Jena. I: Der hiſtoriſche u. 
kulturgeſchichtl. Hintergrund d. Ur 
chriſtentums. M. 3 Karten. Nr. 325. 

— — II: Die Religion d. Judentums 
im Zeitalter des Hellenismus und 
der Römerherrſchaft. Mit 1 Plan⸗ 
skizze. Nr. 326. 

Nibelunge Nöt, Der, in Auswahl und 
mittelhochdeutſche Grammatik mit 
kurzem Wörterb. v. Dr. W. Golther, 
Prof. an der Univ. Roſtock. Nr. 1. 

Nordamerikaniſche Literatur, Geſchichte 
der, von Dr. Leon Kellner, Prof. an 
der Univ. Czernowiz. 2 Bdchen. 
Nr. 685/86. 

Nordiſche Literaturgeſchichte I: Die 
isländ. u. norweg Literatur des 
Mittelalters v. Dr. Wolfg. Golther, 
Prof. an der Univerſität Roſtock. 
Nr 254. 

Nutzpflanzen von Prof. Dr. J. Veh- 
rens, Vorſt. d. Großherzogl. land⸗ 
wirtſchaftl. Verſuchsanſt Auguſten⸗ 
berg. Mit 53 Figuren. Nr. 123. 

Ole. Die Fette u. Ole ſowie d. Seifen⸗ 
u. Kerzenfabrikation u. d. Harze, 
Lacke, Firniſſe mit ihren wichtigſten 
Hilfsſtoffen von Dr. Karl Braun in 
Berlin. I: Einführung in d. Chemie, 
Beſprechung einiger Salze u. der 
Fette und Ole. Nr. 335. 

Ole und Riediftiffe, Atheriſche, von 
Dr. F. Rochuſſen in Miltitz. Mit 
9 Abbildungen. Nr. 446. 

Optik. Einführung in d. geometriſche 
Optik von Dr. W. Hinrichs in Wil- 
mersdorf⸗Berlin. Nr. 532. 

Drientaliſche Literaturen. Die Haupt- 
literaturen des Orients von Dr. M. 
Haberlandt, Privatdoz. an d. Uni- 
verfität Wien. I: Die Literaturen 
Oſtaſiens und Indiens. Nr. 162. 

— II: Die Literaturen der Perſer, 
Semiten und Türken. Nr. 163. 
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Orientaliſche Literaturen. Die chriſt⸗ 


lichen Literaturen des Orients 
von Dr. Ant. Baumſtark. I: Ein⸗ 
leitung. — Das chriſtl⸗gramäiſche 


u. d. topt. Schrifttum. Nr. 527. 


— — II: Das chriſtlich-arabiſche und 


das äthiopiihe Schrifttum. — Das 
chriſtliche Schrifttum der Armenier 
und Georgier. Nr. 528. 


Ortsnamen im Deutſchen, Die, ihre 
erkunft von 


Entwicklung u. ihre 
Dr. Rudolf Kleinpaul in Leipzig- 
Gohlis. Nr. 573. 

Oſtafrika. e 
III: Oſtafrika von Prof. Dr. &. 
Dove. Mit 138 Taf. u. 1 lithogr. 
Karte. Nr. 567 

Oſterreich. Oſterreichiſche Geſchichte 
von Prof. Dr. Franz v. Krones, neue 
bearb. von Dr. Karl Uhlirz, Prof. 
a. d. Univ. Graz. I: Von d. Urzeit 
b. 3. Tode König Albrechts II. 
(1439). Mit 11 Stammtaf. Nr. 104. 

— — II: Vom Tode König Albrechts II. 
bis z. Weſtf. Frieden (1440—1648). 
Mit 3 Stammtafeln. Nr. 105. 

— Landeskunde v. Sſterreich⸗ ungarn 
von Dr. Alfred Grund, Prof. an 
d. Univerſitär Prag. Mit 10 Text⸗ 
illuſtrationen u. 1 Karte. Nr. 244. 

Ovidius Najo, Die Metamorpho ſen 
des. In Auswahl mit einer Einleit. 
u. Anmerk. herausgeg. v. Dr. Jul. 
Ziehen in Frankfurt a. M. Nr. 442. 

Pädagogik im Grundriß von Profeſſor 
Dr W. Rein, Direktor d. Pädagog. 
Seminars a. d. Univ. Jena. Nr. 12. 

— Geſchichte der, von Oberlehrer Dr. 
H. Weimer in Wiesbaden. Nr. 145. 

Paläogeographie. Geolog. Geſchichte 
der Meere und Feſtländer von Dr. 
Franz Kojjmat in Wien. Mit 6 
Karten. Nr. 406. 

Paläoklimatologie von Dr. Wilh. R. 
Eckardt i. Weilburg (Lahn). Nr. 482. 

Paläontologie von Dr. Rud. Hoernes, 
Profeſſor an der Univerſität Graz. 
Mit 87 Abbildungen. Nr. 95. 

Paläontologie und Ab ſtammungslehre 
von Dr. Karl Diener, Prof. an der 
Univerſ. Wien. Mit 9 Abbildungen. 
Nr. 460. 

Paläſtina. Landes- und Volks kunde 
Paläſtinas von Lie. Dr. Guſtav 
Hölſcher in Halle. Mit 8 Bolldbil 
dern und 1 Karte. Nr. 345. 


Die deutſchen Kolonien 


Varallelperſpektive. Nechtwinklige u. 
ſchiefwinklige Axonometrie v. Prof. 
J. Bonderlinn in Münſter. Mit 
121 Figuren. Nr. 260. 
Perſonennamen, Die deutſchen, v. Dr. 
Rub. Kleinpaul in Leipzig. Nr. 422. 
Peru. Die Cordillerenſtaaten von 
| Dr. Wilhelm Sievers, Prof. an 
| der Univerſität Gießen. I: Cin- 
leitung, Bolivia und Peru. Mit 
16 Tafeln u. 1 lith. Karte. Nr. 652. 

Petrographie v. Dr. W. Bruhns, Prof. 
| an der Bergakademie Clausthal. 
Mit 15 Abbildungen. Nr. 173. 
Pflanze, Die, ihr Bau und ihr Leben 
| von Prof. Dr. E. Dennert. Mit 
| 96 Abbildungen. Nr. 44. 

— von Geh. Hofr. Prof. Dr. Adolf Hanſen 
In Gießen. Mit zahle. Abb. Nr. 742. 
| Pflanzenbaulehre. Ackerbau⸗ und 
H Pflanzenbaulehre von Dr. Paul 

Rippert in Eſſen u. Ernſt Langen- 
beck in Groß⸗- Lichterfelde. Nr. 232. 
Pflanzenbislogie v. Dr. W. Migula, 
Profeſſor an d. Forſtakademie Eiie⸗ 
nach. I: Allgemeine Biologie. Mit 
43 Abbildungen. Nr. 127. 
Pflanzenernährung. Agrikulturchemie 
I: Pflanzenernährung v. Dr. Karl 
| Grauer. Nr. 229. 
Pflanzengeographie v. Prof.Dr. Ludw. 
Diels in Marburg (Heilen). Nr. 389. 
Pflanzenkrankheiten von Dr. Werner 
Friedr. Bruck, Privatdoz. i. Gießen. 
Mit 1 farb. Taf. u. 45 Abb. Nr. 310. 
Pflanzenmorphalogie. Morphologie 
u. Organographie d. Pflanzen von 
Prof. Dr. M. Nordhaufen in Kiel. 
Mit 123 Abbildungen. Nr. 141. 
Pflanzenphyſtslogie von Dr. Adolf 
Hanſen, Prof. an der Univerfſität 
Gießen. Mit 43 Abbild. Nr. 591. 
Pflanzenreichs, Die Stämme des, von 
Privatdoz. Dr. Rob. Pilger, Kuſtos 
am Kgl. Botan. Garten in Berlins 
| Dahlem. Mit 22 Abb. Nr. 485. 
Pflanzenwelt, Die, der Gewäſſer von 
| Dr. W. Migula, Prof. a. d. Forſtak. 
Eiſenach. Mit 50 Abb. Nr. 158. 
Pflanzenzellenlehre. Zelleuletzre und 
Anatomie der Pflanzen von Prof. 
Dr. H. Miehe in Leipzig. Mit 79 
Abbildungen. Nr. 556. 
Pharmakognoſie. Von Apotheker F. 
Sch mitthenner, Aſſiſt. a. Botan. 
Juſtitut d. Techn. Hochſchule Karls⸗ 
ruhe. Nr. 251. 
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Pharmazeutiſche Chemie von Privat⸗ 
dozent Dr. E. Mannheim in Bonn. 
4 Bändchen. Nr. 543/44, 588, 682. 
Philologie, Geſchichte d. klaſſiſchen, 
v. Dr. BiH. Kroll, ord. Prof. a. d. 
Univ. Münſter in Weſtf. Nr. 367. 
Philoſophie, Einführung in die, von 
Dr. Max Wentſcher, Profeſſor an 
der Univerſität Bonn. Nr. 281. 
Philo ſophie, Geſchichte d., IV: Neuere 
Philoſophie bis Kant von Dr. B. 
Bauch, Profeſſor an der Univerjität 
Jena. Nr. 394. 
— V: Immanuel Kant von Dr. 
Bruno Bauch, Profeſſor an d. Uni⸗ 
verſität Jena. Nr. 536. 
VI: Die Philo ſophie im erſten 
Drittel des 19. Jahrhunderts von 
Arthur Drews, Prof. der Philo⸗ 
ſophie an der Techn. Hochſchule in 
Karlsruhe. Nr. 571. 
VII: Die Philoſophie im zweiten 
Drittel des 19. Jahrhunderts von 
Arthur Drews, Prof. der Philo⸗ 
ſophie an = ‘Tegn. Hochſchule in 
Karlsruhe. Nr. 
0 der, v. Dr. Georg 
Simmel, Profeſſor an der Univer⸗ 
ſität Berlin. Nr. 500. 
— ee und Logik zur Einf. in 
Philoſophie von Prof. Dr. Th. 
erben Mit 13 Fig. Nr. 14. 
Photygrammetrie und Stereophoto⸗; 
. von Profeſſor Dr. Hans 
ock in Mähr.⸗Weißkirchen. Mit 
59 Abbildgn. Nr. 699. 
een 5. Er Von H. Keßler, 
rof. an d. k. k. Graphiſchen Lehre 
br Verſuchsan falt in Wien. Mit 
3 Taf. und 42 Abbild. Nr. 94. 
Phyſik, Theoretiſche, von Dr. Guſtav 
Jäger, Prof. der Phyſik a. d. Techn. 
. i. Wien. I. Teil: Mechanik 
und Akuſtik. Mit 24 Abb. Nr. 28. 
— — I. Teil: Licht u. Wärme. Mit 
47 Abbildungen. Nr. 77. 
— — IIL Teil: Elektrizität 2 Magnes 
tismus. Mit 333 r. 78 
— — IV. Teil: Clektromagnet. Licht⸗ 
theorie und Elektronik. Mi. 21 Fig. 
Nr. 374. 
a Geſchichte, ‚der, von Prof. A. 


Kilmer in Wertheim a. M. I: Die 
5 pi Newton. Mit 13 Fig. 


Püpfik, Geſchichte, der, von Prof. A. 
Kiſtner in Wertheim a. M. II: Die 
Phyfik von Newton bis z. Gegen⸗ 
wart. Mit 3 Fig. Nr. 294. 

Phyſikaliſch⸗Chemiſche e e 
gaben von Prof. Dr. R. Abegg und 
Priratdozent Dr. O. Sackur, beide 
an der Univ. Breslau. Nr. 445. 

Phyſikaliſche Aufgabenſammlung von 
G. Mahler, Prof. der Mathematik 
u. Phyſik am Gymnaſium in Ulm. 
Mit den Reſultaten. Nr. 243. 

— Formelſammlung von G. Mahler, 
Profeſſor am Gymnaſtium in Ulm. 
Mit 65 Figuren. Nr. 136. 

— Meſſungsmethoden von Dr. Wilh. 
Bahrdt, Oberlehrer an der Obers 
realſchule in e Mit 
49 Figuren. 301. 

Tabellen v. Dr. A. Leid, Oberlehrer 
an der Comeniusſchule zu Berlin ⸗ 
Schöneberg. Nr. 650. 

Phyſiologiſche Chemie von Pr. med. 

. Legahn i in Berlin. I: Aſſimila⸗ 
tion. Mit 2 Tafeln. Nr. 240. 

— — : Diſſimilation. Mit 1 Taf. 
Nr. 241. 

Bin Geographie von Dr. Siegm. 

Günther, Prof. an der Kgl. Techn. 
Hochſchule in München. Mit 37 Abe 
bildungen. Nr. 26. 

Phyſiſche Meereskunde von Prof. Dr. 
Gerh. Schott, Abteilungsvorſt. b. d. 
Deutſch. Seewarte in Hamburg. M. 
39 Abb. im Text u. 8 Taf. Nr. 112. 

Pilze, Die. Eine Einführung in die 
Kenntnis ihrer Formenreihen von 
Prof. Dr. G. Lindau in Berlin. Mit 
10 Figurengruppen i. Text. Nr. 574. 

Pionierdienſt, Der, von Major Reichardt, 
Bataillonskomm. im Infant.⸗Regmt. 

„Kronprinz“ (Nr. 4) in Chemnitz. Mit 
150 Abb. Nr. 730. 

Planetenſyſtem. Aſtronomie (Größe, 
Bewegung u. Entfernung d. Him⸗ 
melskörper) von A. F. Möbius, neu 
bearb. von Dr. Herm. Kobold, Prof. 
a. d. Univ. Kiel. I: Das Planeten» 
ſyſtem. Mit 33 Abbild. Nr. 11. 

Plankton, Das, des Meeres von Dr. 
G. Stiasny in Wien. Mit 83 Ub- 
bildungen. Nr. 675. 

Plaſtik, Die, des Abendlandes von 
Dr. Hans Stegmann, Direktor des 
Bayer. Nationalmuſeums in Mün⸗ 
chen. Mit 23 Tafeln. Nr. 116. 


Plaſtik, Die, feit Beginn des 19. Jahr: 
hunderts von A. Heilmeyer in Mü 
chen. Mit 41 Vollbildern. Nr. 


Plattdeutſche Mund arten von Dr. Hub 
Grimme, Profeſſor an der unver, 
ſität Münſter i. W. Nr. 461. 

Poetit, Deutſche, v. Dr. K. Borinski, 
Prof. a. d. Univ. München. Nr. 40. 

Polarlicht. Erdmagnetismus, Erd⸗ 
from u. Polarlicht von Dr. A. 
Nippoldt, Mitglied des Kgl. Preuß. 
Meteorolog. Inſtituts zu Potsdam. 
Mit 7 Taf. u. 16 Figuren. Nr. 175. 

Polniſche Geſchichte von Dr. Clemens 
Brandenburger in Poſen. Nr. 338. 

Pommern. Landeskunde von Pom⸗ 
mern von Dr. W. Deede, Prof. an 
der Univerfität Freiburg i. B. Mit 
10 Abb. und Karten im Text und 
1 Karte in Lithographie. Nr. 575. 

Portugieſiſche Geſchichte v. Dr. a 
Diercks in Berlin-Steglitz. Nr. 622 

Portugieſiſche Literaturgeſchichte von 
Dr. Karl von Reinhardſtoettner, 
. an der * zot Hoch⸗ 

München. 

e e, . II: 
Weberei, Wirkerei, Po ſamentiere⸗ 
rei, Spitzen⸗ und Gardinenfabri⸗ 
kation und Filzfabrikation v. Prof. 
Max Gürtler, Geh. Regierungsrat 
im Kgl. Landesgewerbeamt zu 
Berlin. Mit 29 Fig. Nr. 185. 

Boitredit von Dr. Alfred Wolde, Poſt⸗ 
inſpektor in Bonn. Nr. 425. 

eee Die, von Diplom- 
Ing. Oberlehrer an der 
Kaiſ. Tech. Schule in Straßburg. 
Mit 82 Figuren. Nr. 493. 

Preußiſche Geſchichte. Brandenbur⸗ 
8 v. Prof. 

r. M. Thamm, Direktor d. Kaiſer 
Dien e e in nta - 
baur. Nr. 600. 

Preußiſches Staatsrecht von Dr. Fritz 
Stier⸗Somlo, Prof. an der Univ. 
Bonn. 2 Teile. Nr. 298, 299. 

Pſychiatrie, Forenſiſche von Profeſſor 
Dr. W. Weygandt, Dir. der Irren⸗ 
anſtalt Friedrichsberg in Hamburg. 
Bändchen. Nr. 410 und 411. 

{y Melanie und Logik zur Einführung 
£ in d. Philoſophie v. Prof. Dr. Ty. 
Ei enbans. Mit 13 Fig. Nr. 14. 


n- 


21. 


wi 


Pſychophyſik, Grundriß der, v. sul 
Dr. G. F. lisp in Zütich. 

3 Figuren. Nr. 98 

Pumpen, Drutkwaſſer⸗ und Drutckluft⸗ 
Anlagen. Ein kurzer Uberd 1 von 
Dipl.⸗Ing. Rudolf Vogdt, gies 
rungsbaumeiſter a. D. in Aachen. 
Mit 87 Abbildungen. Nr. 290. 

Quellenkunde d. deutſchen Geſchichte 
von Dr. Carl Jacob, Prof. an der 
Univerſität Tübingen. 1. Band. 
Nr. 279. 

Radioaktivität von Dipl.-Ing. With. 
Frommel. Mit 21 Abb. Nr. 317. 

Rechnen, Das, in der Technik u. ſeine 

Hilfsmittel (Rechenſchieber, Rechen · 

tafeln, Rechenmaſchinen uf: w.) von 

Ing. 30h. Cug. Mayer in Freiburg 

i. Br. Mit 30 Abbild. Nr. 405. 

Kaufmänniſches, von Profeſſor 

Richard Juſt, Oberlehrer an der 

Offentlichen Handelslehranſtalt der 

Dresdener Kaufmannſchaft. L IL 

III. Nr. 139, 140, 187. 

Recht des ach Aug. 1 
Cries Buch: AN I: Ein⸗ 
leitung — 1 82 15 N u. 
v. d. Sachen v. Dr. P. Certmann, 
Prof. a. d. Univ. Erlangen. Nr. 447. 

— — II: Erwerb u. Verluſt, Geltend⸗ 
machung u. Schutz der Rechte von 

r. Paul Oertmann, Profeſſor an 
der Univerſität Erlangen. Nr. 448. 

— Zweites Buch: Schuldrecht. I. Ab⸗ 
teilung: Allgemeine Lehren von 
Dr. Paul Oertmann, Profeſſor an 
der Univerſität Erlangen. Nr. 323. 

Abt.: Die einzelnen Schuld⸗ 

verhältniſſe v. Dr. Paul Certmann, 

Prof. an der Univerſität Erlangen. 


Nr. 324. 

— Drittes Buch: Sachenrecht von Dr. 
F. Kretzſchmar, Sberlandesgerichts⸗ 
rat in Dresden. I: Allgem. Lehren. 
Beſitz und Eigentum. Nr. 480. 

— — II: Begrenzte Rechte. Nr. 481. 

— Viertes Buch: Familienrecht von 
Dr. Heinrich Titze, Profeſſor an der 
nn Göttingen. Nr. 305. 

= Fünftes Buch: Erbrecht von Dr. 

| Wilhelm von Blume, ord. Prof. der 


Rechte an der Univerſität Tübingen. 
I. Abteilung: Einleitung. — Die 
Grundlagen des Erbrechts. Nr 659. 
— — I. Abteilung: Die Nachlaß⸗ 
beteiligten. Mit 23 Figuren. Nr. 560. 
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Sieht der Verſicherungsunterneh⸗ 


mungen, Das, von Regierungsrat 
a. D. Dr. jur. K. Leibl, erſtem 


Romaniſche Sprachwiſſenſchaft von 
Dr. Adolf Zauner, Prof. a. d. Univ. 
Graz. 2 Bände. Nr. 128, 250. 


Direktor der Nürnberger 8 Rö miſche Altertumskunde von Dr. Leo 


verficherungsbank, früher Mitg 


des Kaiſerlichen Aufſichtsamts für 


Privatverſicherung. Nr. 635. 
Rechts ſchutz, Der internationale ges 


werbliche, von J. Neuberg, Kaiſerl. 
Regierungsrat, Mitglied d. Kaiſerl. 


Patentamts zu Berlin. Nr. 271. 
»Nechtswiſſenſchaft, Einführung 
die, von Dr. Theodor Sternberg 
in Berlin. I: Methoden- und 
Quellenlehre. Nr. 169. 
— — II: Tas Syſtem. Nr. 170. 
Redelehre, Deutſche, v. Hans Probſt, 
Gymnaſialprof. in Bamberg. Nr. 1. 
Redeſchrift ſiehe: Stenographie. 
»Reichs finanzen, Die Entwicklung der, 
von Präſident Dr. R. van der 
Borght in Berlin. Nr. 427. 


Nr. 


Religion, Die Entwicklung der mriks | 


lichen, innerhalb des Neuen Teſta⸗ 

ments von Profeſſor Dr. 

Carl Clemen. Nr. 388. 
Religion, Die, des Judentums im 


Zeitalter de? Hellenismus u. der 


tömerherrihaft von Lic. Dr. W 
Staerk (Neuteſtamentliche Zeit⸗ 
geſchichte II.) Mit einer Plan- 
ſtizze. Nr. 326. 

Religionen der Naturvölker, Die, 
von Dr. Th. Achelis, Profeſſor in 
Bremen. Nr. 449. 

Religions wiſſenſchaft, Abriß der ver- 
gleichenden, von Profeſſor Dr. 
Th. Achelis in Bremen. Nr. 208 

Renaiſſance. Die Kultur der Re⸗ 
naiſſance. Geſittung, Torſchung 
Dichtung v. Dr. Robert F. Arnold 
Prof. an der Univerſität Wien 
Nr. 189. 

Reptilien. Das Tierreich III: Rep: 
tilien und Amphibien. Von Dr. 
Franz Werner, Prof. a. d. Univerſ. 
Wien. Mit 48 Abb. Nr. 383. 

Rheinprovinz, Landeskunde der, von 
Dr. V. Steinecke. Direktar d. Ren! 
gymnaſiums in Eſſen. Mit 9 Abs., 
3 Kärtchen und 1 Karte. Nr. 308. 

Riechſtoffe. Atheriſche Sle u. d 
Riechſtoffe von Dr. F. Rochuſſen n 
Miltitz. Mit 9 Abb. Nr. 446. 

Roman. Geſchichte des deutſchen 
Romans von Dr. Hellm. Mielke. 
Nr. 229. 


in 


. 


Bloch in Wien. Mit 8 Vollbildern. 
Nr. 45. 
Nö miſche Geſchichte von Realgym⸗ 
naſial⸗Direktor Dr. Jul. Koch in 
Grunewald. 2 Bdchn. (I: Königs⸗ 
zeit und Republik. II: Die Kaiſer⸗ 
zeit bis zum Untergang des We ⸗ 
römiſchen Reiches.) Nr. 19 u. 677. 
Rö miſche Literaturgeſchichte von Dr. 
H Herm. Joachim in Hamburg. Nr.52, 
Römiſche und griechiſche Mythologie 
von Profeſſor Dr. Hermann Eteu- 
ding, Rektor des Gymnaſiums in 
Schneeberg. Nr. 27. 
Römiſche Rechtsgeſchichte von Dr. 
Robert von Mayr, Prof. an der 
Deutſchen Univerſ. Prag. 1. Buch: 
Die Zeit d. Volksrechtes. 1. Hälfte: 
i Das öffentliche Recht. Nr. 577. 


Lic. — — 2. Hälfte: Das Privatrecht. Nr. 5 78. 


[= 2. Buch: Die Zeit des Amts- 
und Verkehrsrechtes. 1. Hälfte: 
Das öffentliche Recht. Nr. 645. 


— — 2. Hälfte: Das Privatrecht I 
Nr. 646. 

— — 2. Hälfte: Das Privatrecht II. 

cr. 647. 

3. Buch: Die Zeit des Reichs⸗ und 

Volksrechtes. Nr. 648. 

— 4. Buch: Die Zeit der Orientaliſierung 
des römiſchen Rechtes. Nr. 697. 
Rußland. Ruſſiſche Geſchichte von 
Prof. Dr. W. Neeb, Oberlehrer am 
Neuen Gymnaſium in Mainz. Nr. 4. 
— Landes kunde des Eurapäiſchen 
Rußlands nebſt Finnlands von 
Profeſſor Dr. A. Philippſon in 

Halle a. S. Nr. 359. 

Ruſſiſch⸗deutſches Geſprächsbuch von 
Dr. Erich Berneker, Profeſſor an 
der Univerſität München. Nr. 68. 

Ruſſiſche Grammatik von Dr. Erich 
Berneker, Profeſſor an der Univer⸗ 
ſität München. Nr. 66. 

Nuſſiſche Handelskorreſpondenz von 
Dr. Theodor von Kawraysky in 
Leipzig. Nr. 315. 

Ruſſiſches Leſebuch mit Gloſſar von 


| Dr. Erich Berneker, Profeſſor au 


der Univerſität München. Nr. 67. 


Ruſſiſche Literatur von Dr. Erich 
Boehme, Lektor a. d. Handelshoch⸗ 
ſchule Berlin. I. Teil: Aus wahl mo⸗ 
derner Proſa u. Poeſie mit aus⸗ 
führlichen Anmerkungen u. Akzent⸗ 
bezeichnung. Nr. 403. | 

— — IL Teil: Bceso1o13 Tapmxer, | 
Pascxass. Mit Anmerkungen und 
Akzentbezeichnungen. Nr. 404. 

Ruſſiſche Literaturgeſchichte von Dr. 
Georg Polonskij in München. 


Nr. 166. 

Ruſſiſches Vokabelbuch, Kleines, von 
Dr. Erich Boehme, Lektor an der 
Handelshochſchule Berlin. Nr. 475. 

Ruſſiſches Wörterbuch. Deutſch⸗ruſſi⸗ 
ſches kaufmänniſches Wörterbuch von 
Michael Kuldanek in Dresden. Nr. 717. 

Rutheniſche Grammatik von Dr. Stephan 
von Smal⸗Stockgj, o. 5. Prof. an 
d. Univ. Czernowiz. Nr. 680. 

Rutheniſch⸗dentſches Geſprächsbuch don 
Dr. Stephan von Smal-Stodyi, o. 
ö. Prof. an d. Univ. Czernowitz. Wr. 681. 

Sachenrecht. Recht d. Bürgerl. Ge⸗ 
ſetzbuches. Drittes Buch: Sachen⸗ 
recht von Dr. F. Kretzſchmar, Ober⸗ 
landesgerichtsrat i. Dresden. I: Wi | 
gemeine Lehren. Beſitz u. Eigentum, 

— — II: Begrenzte Rechte. Nr. 480. 481. 

Sachs, Hans. Ausgewählt u. erläut. 
v. Prof. Dr. Julius Sahr. Nr. 24. 

Sachſen. Süchſiſche Geſchichte v. Prof. 

Otto Kaemmel, Nektor d. Nikolai» 

gymnaſiums zu Leipzig. Nr. 100. 

Landeskunde des Königreichs 

Sach ſen v. Dr. J. Zemmrich, Obers 

lehrer am Realgymnaſ. in Plauen. 

Mit 12 Abb. u. 1 Karte. Nr. 258. 

Säugetiere. Das Tierreich I: Säuge⸗ 
tiere von Oberſtudienrat Prof. Dr. 
Kurt Lampert, Vorſteher des Kgl. 
Naturalienkabinetts in Stuttgart. 
Mit 15 Abbildungen. Nr. 282. 

Schaltapparate ſiehe: Elektriſche Schalt⸗ 
apparate. 

Schattenkonſtruktionen von Profeſſor 
J. Vonderlinn in Münſter. Mit 114 
Figuren. Nr. 238. 

Schleswig⸗Holſtein. Landes kunde von 
Schleswig⸗Holſtein, Helgoland u. 
der freien und Hanſeſtadt Gam: 
burg von Dr. Paul Hambruch, Ab⸗ 
teilungsvorſteher am Muſeum für 
Völkerkunde in Hamburg. Mit Abb., 
Plänen, Profilen und 1 Karte in 
Lithographie. Nr. 563. 


Schiffs⸗ und Küſtenartillerie bis zur 
Gegenwart, Die Entwicklung der, 
von Korvettenkapitän Huning. Mit 
Abbild. und Tabellen. Nr. 606, 


Schleuſenbau. Kanal⸗ u. Schleuſen⸗ 


bau von Regierungs baumeiſter 
Otto Rappold in Stuttgart. Mit 
78 Abbildungen. Nr. 585. 


Sch malſpurbahnen (Klein-, Arbeits⸗ 


u. Feldbahnen) v. Dipl-Ing. Aug. 
Boshart in Nürnberg. Mit 99 Ab» 
bildungen. Nr. 524. 

Schmarotzer und Schmarotzertum in 
der Tierwelt. Erſte Einführung in 
die tieriſche Schmarotzerkunde von 
Dr. Franz v. Wagner, a. o. Prof. a. 
d. Univ. Graz. Mit 67 Abb. Nr. 151. 

Schreiner⸗Arbeiten. Tiſchler⸗(Schrti⸗ 
ners) Arbeiten I: Materialien, 
Handwerkszeuge, Maſchinen, Eins 
zel verbindungen, Fußböden, Fens 
fter, Fenſterladen, Treppen, Aborte 
von Prof. E. Viehweger, Architekt 
in Köln. Mit 628 Fig. auf 75 Ta- 
feln. Nr. 502. 

Schuldrecht. Recht des Bürgerl. Ges 
ſetzbuches. Zweites Buch: Schuld⸗ 
recht. I. Abteilung: Allgemeine 
Lehren von Dr. Paul Oertmann, 
Prof. a. d. Univ. Erlangen. Nr. 323. 

— — II. Abteilung: Die einzelnen 
Schuldverhältniſſe von Dr. Paul 
Certmann, Profeſſor a. d. Uni⸗ 
verſität Erlangen. Nr. 324. 

Schule, die deutſche, im Auslande von 
Hans Amrhein, Seminar⸗Ober⸗ 
lehrer in Rheydt. Nr. 259. 

Schulhaus. Die Baukunſt des Schul⸗ 
hauſes von Prof. Dr.⸗Ing. Ernſt 
Vetterlein in Darmſtadt. I: Das 
Schulhaus. Mit 38 Abbild. II: Die 
Schulräume — Die Nebenanlagen. 
Mit 31 Abbild. Nr. 443 und 444. 

Schulpraxis. Methodik der Volksſchule 
von Dr. R. Seufert, Seminardirek⸗ 
tor in Zſchopau. Nr. 50. 

Schweiß⸗ und Schneidverfahren, Das 
anisgene, von Ingenieur Hans 
Nieſe in Kiel. Mit 30 Fig. Nr. 499. 

Schweiz. Schweizeriſche Geſchichte 
von Dr. K. Dänbliker, Profeſſor an 
der Univerſität Zürich. Nr. 188. 


| — Landeskunde der Schweiz von 


Prof. Dr. H. Walſer in Bern. Mit 
16 Abb. und 1 Karte. Nr. 398. 
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Schwimmanſtalten. Offentl. Bades 
und Schwimmanſtalten von Dr. 
Karl Wolff, Stadt⸗Oberbaurat in 
Hannover. Mit 50 Fig. Nr. 380. 

Seemacht, Die, in der deutſchen Ge⸗ 
ſchichte von Wirkl. Admiralitätsrat 
Dr. Ernſt von Halle, Profeſſor an 
der Univerſität Berlin. Nr. 370. 

Seerecht, Das deutſche, von Dr. Ctto 
Brandis, 3 in 
Hamburg. I: Allgemeine Lehren: 
VPerſonen a Sachen des See⸗ 
rechts. Nr. 336. 

— — II: Die einzelnen ſeerechtlichen 
Schuldverhältniſſe: Verträge des 
Seerechts und außervertragliche 
Haftung. Nr. 387. 

Seifenfabrikation, Die, die Seifen⸗ 
analyſe und d. Kerzenfabrikation 
v. Dr. Karl Braun in Berlin. (Die 
pie u. Ole II.) Mit 25 Abbildgn. 


336. 

See Sprachwiſſenſchaft von 
C. Brockelmann, Profeſſor an 
7 Untverj. Königsberg. Nr. 291. 
ee e Grammatik von Dr. 
Vladimir Corovic, Bibliothekar des 
bosn.⸗herzegow. Landesmuſeums 
in Sarajevo (Bosnien). Nr. 638. 
Serbokroatiſches Leſebuch mit Gloſſar 
von Dr. Vladimir Corovié, Biblio⸗ 
thekar des bosn.⸗herzegow. Landes⸗ 
uiuſeums i. Sarajevo (Bosn.). Nr. 639. 
Serbokroatiſch⸗deutſches Geſprächsbuch 
von Dr. Vladimir Corovié, Biblio⸗ 
thekar des bosn.⸗herzegow. Landes⸗ 
muſeums i. Sarajevo (Bosn.). Nr. 840. 
Silikate. Induſtrie der Silikate, der 
künſtlichen Bauſteine und des 
Mörtels von Dr. Guſtav Rauter in 
Charlottenburg. I: Glas u. ferami- 
ihe Induſtrie. M. 12 Taf. Nr. 238. 
—-— II: Die Induſtrie der künſtlichen 
Bauſteine und des Mörtels. Mit 

12 Tafeln. Nr. 284. 
Simplicius e von Hans 
ae Chriſtoffel v. Grimmelshau⸗ 
dr. f Auswahl herausgeg. von 
ver hinweist Breslau. 


. Bobertag, Dozent an 

Nr. 138. 

Skandinavien, Landeskunde von, 
(Schweden, Norwegen u. Däne⸗ 
mark) von Heinrich Kerp, Kreis⸗ 
ſchulinſpektor in Kreuzbur Mit 

11 Abb. und 1 Karte. Nr. 202. 


Slaviſche Literaturgeſchichte v. Dr. J. 
Karsſek in Wien. I: Miere Literat. 
bis zur Wiedergeburt. Nr. 277. 

— — Il: Das 19. Jahrh. Nr. 278. 

Soziale Frage. Die Entwicklung der 
ſozialen Frage von Profeſſor Dr. 
Ferdin. Tönnies. Nr. 353. 

Sozialverſicherung von Prof. Dr. Al- 
fred Manes in Berlin. Nr. 267. 

Soziologie von Prof. Dr. Thomas 
Achelis in Bremen. Nr. 101. 

Spalt⸗ und Schleimpilze. Eine Ein⸗ 
führung in ihre Kenntnis von Prof. 
Dr. Guſtav Lindau, Kuſtos am Kgl. 
Botaniſchen Muſeum und Privat» 
Dozent der Botanik an der Univ, 
Berlin. Mit 11 Abb. Nr. 642. 

Spanien. Spaniſche nn von 
Dr. Guſtav Diercks. Nr. 2 

— Landeskunde ver Iberischen Salbe 
inſel v. Dr. Fritz Regel, Prof. an 
der Univ. Würzburg. Mit 8 Kärt⸗ 
chen und 8 Abbild. im Text und 
1 Karte in Farbendruck. Nr. 235. 

Spaniſche Handelskorreſpondenz von 
Dr. Alfredo Nadal de Mariezcur- 
rena. Nr. 295. 

Spaniſche Literaturgeſchichte v. Dr. 
Rub. Beer, Wien. I. II. Nr. 167, 168. 

Speicher, Induſtrielle und gewerb⸗ 
liche Bauten (Speicher, Lagerhäu⸗ 
ſer u. Fabriken) v. Architekt Heinr. 
Salzmann in Düſſeldorf. II: Spei- 
Se u. ee Mit 123 Fig. 

r. 5 

Spiel Te tilinduſtrie I: Spin⸗ 
nerei und Zwirnerei von Prof. 
Max Gürtler, Geh. Regierungsrat 
im Königl. Landesgewerbeamt zu 
Berlin. Mit 39 Figuren. Nr. 184. 

Spitzenfabrikation. Textilinduſtrie 
II: Weberei, Wirkerei, Poſamen⸗ 
tiererei, Spitzen⸗ und Gardinen⸗ 
fabrikat. u. Filzfabrikation von 

Max Gürtler, Geh. Regie⸗ 
rungsrat im si Landesgewerbe⸗ 
amt zu Berlin. Mit 29 Fig. Nr. 185. 

Sportanlagen von Dr. piil, u. Dr% 
Eduard Schmitt in Damrak, T 
Mit 73 Abbildungen. Nr. 68 

Spruchdichtung. Walther Be der 
Vogelweide mit Auswahl aus 
Minneſang und Spruchdichtung. 
Mit Anmerkgn. u. einem Wörter⸗ 
buğ v. Otto Güntter, Prof. a. d. 
Oberrealſchule u. an der Techniſchen 
Hochſchule in Stuttgart. Nr. 23. 


Staatslehre, Allgemeine, von br. 
Hermann Rehm, Prof. a. d. Uni⸗ 
verſität Straßburg i. E. Nr. 358. 

Staatsrecht, Allgemeines, von Dr. 
Julius Hatſchek, Prof. d. Rechte 
an der Univerſität Göttingen. 
8 Bändchen. Nr. 415—417. 

Staatsrecht, Preußiſches, von Dr. Fritz 
Stier⸗Somlo, Prof. a. d. Univerji» 
* Bonn. 2 Teile. Nr. 298, 299. 

Stadtſtraßenbau von Dr.-Ing. Georg loſe 
in Berlin. Mit 50 Abb. Nr. 740. 
tu umestunde, Deutſche, von Dr. 
Rudolf Much, a. o. Prof. a. d. Univ. 
Wien. M. Dg =: Taf. Nr. 126. 
von auber, Dipl.-Ing. 
a. Teil: Die Grundlehren der Star 
tik ſtarrer Körper. Mit 82 Fig. 
Nr. 178. 

— —. I Teil: Angewandte Statik. 
Mit 61 Figuren. Nr. 179. 

— Grapzhiſche, mit beſond. Berüd- 
ſichtig. der Einflußlinien von Kgl. 
Oberlehrer Dip Ing. Otto Henkel 
in Rendsburg. 2 Teile. Mit 207 Fig. 
Nr. 603, 695. 


Steinhauerarveiten. Maurer und 
Steinhauerarbeiten von Prof. Dr. 
phil. und Dr.-Ing. Eduard Schmitt 
in Darmſtadt. 3 Bändchen. Mit 
vielen Abbildungen. Nr. 419—421. 

Stellwerke. Die Kraftſtellwerke der 
Eiſenbahnen von S. Scheibner, Kgl. 
Oberbaurat a. D. in Berlin. 2 Bänd⸗ 
chen. Mit 72 Abbild. Nr. 689/90. 

— Die mechaniſchen Stellwerke der 
Eiſenbahnen von S. Scheibner, Kgl. 
Oberbaurat a. D. in Berlin. 2 Bänd⸗ 
chen. Mit 79 Abbild. Nr. 674 u. 688. 

Stenographie. Geſchichte der Stens: 
graphie von Dr. Arthur Mentz in 
Königsberg i. Pr. Nr. 501. 

Stenographie n. d. Syſtem v. F. z 
Gabelsberger von Alder 
Schramm, Landesamtsaſſeſſor em 
Dresden. Nr. 246. 

— Die Redeſchrift des Gabelsberger⸗ 
ſchen Syſtems von Dr. Alber: 
Schramm, Landesamtsaſſeſſor in 
Dresden. Nr. 368. 

Stenpgraphie. Lehrbuch d. Berein: 
fachten Deutſchen Stenograph ie 
(Einig. = „System, Stolze · Schrey) 

1 Schlüſſel, Leſeſtücken u. einem 
Anhang von Profeſſor Dr. Amſel, 
Oberlehrer des Kadettenkorps in 
Lichterfelde. Nr. 86. 


Stenographie. Nebeſchrift. Sehrbuc d. 
REDENT? d. cuke tolges Shrey 
nebit Kürzungsbeiip., Leſeſtücken, 

Schlüſſel und einer Anleitung zur 
Steigerung der ſtenographiſchen 
Fertigkeit von Heinrich Dröfe, 
amtl. bad. Landtags ſtenograph in 
Karlsruhe (B.). Nr. 494. 

Stereochemie don Dr. E. Wedekind. 
Prof. an der Univerſität Tübingen. 
Mit 34 Abbildungen. Nr. 201. 

Stereometrie von Dr. R. Glaſer in 
Stuttgart. Mit 66 Figuren. 
Nr. 97. 

Sternſyſtem. Aſtronomie. Größe, Be⸗ 
wegung u. Entfernung d. Himmels 
körper v. A. F. Möbius, neu bearb. 
v. Dr. Herm. Kobold, Prof. a. d. 
Univerſ. Kiel. II: Kometen, Me⸗ 
teore u. das Sternſyſtem. Mit 15 
Fig. u. 2 Sternkarten. Nr. 529. 

Steuerſyſteme des Auslandes, Die, 
v. Geh. Oberfinanzrat O. Schwarz 
in Berlin. Nr. 426. 

Stilkunde v. Prof. Karl Otto Hart⸗ 
mann in Stuttgart. Mit 7 Vollbild. 
u. 195 Textilluſtrationen. Nr. 80. 

Stöchiometriſche Aufgaben ſammlung 
von Dr. Wilh. Bahrdt, Oberl. an 
d. Oberrealſchule in Groß Lichter⸗ 
felde. Mit den Reſultaten. Nr. 452. 

Straßenbahnen von Dipl.-Ing. mig 
Boshart in Nürnberg. Mit 72 Abe 

Löffler, Major im Kgl. 


bildungen. Nr. 559. 
Strategie von 
Sächſ. Kriegsmin. i. Dresd Nr. 505. 
Ströme und Spannungen in Stark⸗ 
ſtromnetzen v. Joſ. Herzog, Dipl.- 
Elektroing. in Budapeſt u. Clarence 
. Prof. d. Elektotechnik in 
elft. Mit 68 Abb. Nr 456. 
Südamerika. Geſchichte Südamerikas 
von Dr. Hermann Lufft Das 
ſpaniſche Südamerika (Chile, Argens 
tinien und die kleineren Staaten), 
Nr. 632. $ 5 
— — II: Das portugieſiſche Süd⸗ 
amerika (Braſilien). Nr. 672. 
Südſeegebiet. Die dentſchen Kolonien 
II: Das Südſeegebiet und Kiau⸗ 
tſchon v. Prof. Dr. K. Dove. M. 16 
Taf. u. 1 lith. Karte. Nr. 520. 
Talmud. Die N des Tal⸗ 
muds von Dr. S. Funk in Bosko⸗ 
wis. Nr. 479. p 
a von Dr. S. Funk in 
kowitz. Nr. 583. 


I: 


Zehnitg-Egemifce Anaiyfe von Dr. 


„Lunge, Prof, a. d. Eidgenöſſ. 
Polytechn. Schule in Zürich. Mit 


16 Abbildungen. Nr. 195. 


Techniſch⸗chemiſche Rechnungen v. Them. 


H. Deegener. Mit 4 Fig. Nr. 701. 
Techniſche Tabellen und Formeln von 
Dr.-Ing. W. Müller, Dipl.⸗Ing. 
am N Materialprüfungsamt zu 
Grop- Lichterfelde. Mit 106 Fi⸗ 

guren. Nr. 579. 
Techniſches Wörterbuch, enthaltend die 

wichtigſten Ausdrücke d. Maſchinen⸗ 

baues, Schiffbaues u. d. Elektro ⸗ 
technik von Erich Krebs in Berlin. 

I. Teil: Duch.⸗Engl. Nr. 395. 

— — II. Teil: Engl.-Diſch. Nr. 396. 
— — III. Teil: Diſch.⸗Franz. Nr. 453. 
— — IV. Teil: Franz.⸗Diſch. Nr. 45 
Technologie, Allg. chemiſch. v. Dr. Guſt. 

Rauter in Charlottenburg. Nr. 113. 
— Mechaniſche, v. Geh. Hofrat Prof. 

A. Lüdi i Braunſchweig. 


, 1. 

Teer farbſtoffe, Die, mit bef. Berück⸗ 
ſichtig. der ſynthetiſch. Methoden v. 
Dr. Hans Bucherer, Prof. a. d. Kgl. 
Techn. Hochſchule, Dresd. Nr. 214. 

Telegraphenrecht v. Poſtinſpektor Dr. 
jur. Alfred Wolcke in Bonn. I: Ein⸗ 
leitung. Geſchichtliche Entwicklung. 
Die Stellung d. deutſch. Telegra⸗ 
phenweſens im öffentl. Rechte, all⸗ 
gemeiner Teil. Nr. 509. 

— — II: Die Stellung d. deutſch. Tele⸗ 
graphenweſens im öffentl. Rechte, 
beſonderer Teil. Das Telegraphen⸗ 
Strafrecht. Rechtsverhältnis d. 
Telegraphie z. Publikum. Nr. 510. 

Telegraphie, Die elektriſche, v. Dr. 
Lud. Rellſtab. Mit 19 Fig. Nr. 172. 

Teſtament. Die Entſtehung des Alten 
Teſtaments v. Lic. Dr. W. Staerk, 
Prof. a. d. Univ. Jena. Nr. 272. 

— — Die Entſtehung des Neuen 
Teſtaments v. Prof Lie. Dr. Carl 
Clemen in Bonn. Nr. 285. 

Textilinduſtrie. I: Spinnerei und 
Zwirnerei v. Prof. Max Gürtler, 
Geh. Reg.⸗Rat im Kgl. Landesge⸗ 
werbeamt, Berlin. M. 9 Fig. Nr. 184. 

— II: Weberei, Wirkerei, No ſamen⸗ 
tiererei, Spitzen⸗ und Gardinen⸗ 
fabrikation und Filzfabrikation 
v. Prof. M. Gürtler, Geh. Regie⸗ 
rungsrat i. Kgl. Landesgewerbe⸗ 
amt zu Berlin. M. 29 Fig. Nr. 185. 
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Textilin duſtrie. III: Wäſcherei, Viei- 
cherei, Färberei und ihre Hilfs- 
ſto ffe v. Dr. Wilh. Maſſot, Prof. a. d. 
| Preuß. höh. Fachſchule f. Textilin⸗ 
| duſtr. i. Krefeld. M. 28 Fig. Nr. 186. 
Textiltechniſche Unterſuchungsmetho⸗ 
den von Dr. Wühelm Maſſot, Pro- 
fejlor an der Fürberei- u. Appre⸗ 
turſchule Krefeld. I: Tie Nitro- 
ſtopie der Textilmaterialien. Mit 
92 Figuren. Nr. 673. 
Ther uo ohnamik (Techniſche Wärme⸗ 
lehre; v. K. Walther u. M. Röttin⸗ 
ger, Dipl.-Ing. M. 54 Fig. Nr. 242. 
Thermodynamit (Techniſche Wäre ne⸗ 
lehre). Die thermodynamiſchen 
Grundlagen der Wärmekraft⸗ und 
Kältemaſchinen von M. Rörtinger, 
Dipl.-Ing. in Mannheim. Nr. 2. 
Thüringiſche Geſchichte v. Dr. Emit 
Devrient in Leipzig. Nr. 352. 
Tierbiologie. Abriß der Biologie der 
Tiere v. Dr. Heinrich Simroth, 
Prof. a. d. Univ. Leipzig. I: Ent⸗ 
ſtehung u. Weiterbildung der Tier⸗ 
welt. — Beziehungen zur organ. 
Natur. Mit 34 Abbild. Nr. 131. 
— — II: Beziehungen der Tiere zur 
organiſchen Natur. Mit 35 Abbild. 
Nr. 654. 


Tiere, Entwicklungsgeſchichte der, von 
Dr. Johs. Meiſenheimer, Prof. der 
Zoologie a. d. Univerſität Jena. 
I: Furchung, Primitivanlagen, 
Larven, Formbildung, Embryonal⸗ 
hüllen. Mit 48 Fig. Nr. 378. 

— — II: Organbildung. Mit 46 Fi- 
guren. Nr. 379. 

Tiergengraphie v. Dr. Arnold Jacobi, 
Profeſſor der Zoologie a. d. Ter 
Forſtakademie zu Tharandt. it 
2 Karten. Nr. 218. 

Tierkunde von Dr. Franz v. Wagner, 
Prof. a. d. Univerjität Graz. Mit 
78 Abbildungen. Nr. 60. 

Tierreich, Das, I: Säugetiere v. Ober⸗ 

ſtudienr. Prof. Dr. Kurt Lampert, 

Vorſt. d. Kgl. Naturalienkabinetts 

in Stuttgart. M. 15 Abb. Nr. 282. 

III: Reptilien und Amphibien von 

Dr. Franz Werner, Prof. a. d. Univ. 

Wien. Mit 48 Abb. Nr. 383. 

IV: Fiſche von Prof. Dr. Mar 

Rauther in Neapel. Nr. 356. 

V: Inſekten von Dr. J. Groß in 

Neavel {Stazione Zoologica). Mit 

56 Abbildungen. Nr. 394. 


Tierreich, Das, TI: Die wirbellofen | Ungariſch-deutſches Geſprächsbuch von 
Tiere von Dr. Ludw. Böhmig, Dr. Wilhelm Telnai, Erof. an der 
Bu hrerinnen⸗Bil⸗ 


— — II: Krebſe, Spinnentiere, Tau- 
fen füßer, Weichtiere, Modstier⸗ 


Weicht I Univerſität Budaveſt. Nr. 550. 
den, Armfüßer, Stachelhäuter und Ungariſche Sprachlehre v. Dr. Joſef 


Manteltiere. M. 97 Fig. Nr. 440. Szene o. 5. rn ter Uni⸗ 
Tierzuchtlehre, Allgemeine und ſpe⸗ neuität Andnneit, Wr. RAF, 
zielle, von Dr. Paul Rippert in Urgariſches Seſebuch mit Gleſſar von 
Eſſen. Nr. 228. Dr. Wilhelm Tolnai, Brofeifor an der 
Tiſchler⸗(Schreiner⸗) Arbeiten I: Ma⸗ | tagen Birger uuehrertnnen⸗ 
terialien, Handwerkszeuge, Na⸗ EBulddungsanſtalt in Budapest. Nr. 694. 


ſchinen, Einzelverbindungen, Fuß⸗ Anterrichtsweſen. weſcgichte d. Deu: 
bö den, Fenſter, Fenſterladen, Trep⸗ 
pen, Aborte von Prof. E. Viey⸗ 
weger, Architekt in Köln. Mit 628 
Figuren auf 75 Tafeln. Nr. 502. 


ſchen Unterrichtsweſens von Prof. 
Dr. Friedrich Seiler, Direktor des 
tel Gymnaſiums zu Luckau. 
I. Teil: Von Anfang an bis zum 


Ende d. 18. Jahrh. Nr. 275. 

— = m 3 Vom . ba 
Dove. Mit 16 Tafeln und einer 19. Jahrhunderts bis auf die 
Hthographiichen Karte. Nr 444. Lag höhere uud mitlere Unt 

Toxikologiſche Chemie von Private | richts w. jere un Senf les 5 591 
dozent Dr. E. Mannheim in Bonn. Schulrat Prof Di pii 25 ch. 
Mit 6 Abbildungen. Nr. 465. Sr A 

Trigonometrie, Ebene und ſphäriſche, Unkerſuchungs methoden Agrikultur⸗ 
bon Prof. Dr. Gerh. Heſſenderg] chemiſche, tom Profeſſor Dr. Emil 
in Breslau. Mit 70 Fig. Nr. 99. Haſelgoff. Borſteher der landwirt⸗ 
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Tropenhygiene v. Medizinalrat Prof. ſchaftlichen Verſuchsſtation in Mare 
Dr. Rodt, Direktor des Inſtituts] burg in Heſſen. Nr. 470. 
für Schiffs- und Tropentrank⸗ urgeſchichte der Menſchheit von Dr. 
heiten in Hamburg. Nr. 389. Moritz Hoernes, Profeſſor an der 

Truſt. Kartell und Truſt von Dr. S Iniv. Wien. Mit 85 Abb. Nr. 42. 
Tſchierſchky in Düſſeldorf. Nr. 522. urheberrecht, Das, an Werken ber 

Tſchechiſch⸗deutſches Geſprächsbuch v. Dr. Literatur und der Tonkunſt, das 
Emil Smetänka, ao. Prof. an der Verlagsrecht und das Urheberrecht 
böhm. Univ. Prag. Nr. 722. A an Werken d. bildenden Künſte u. 

Tſchechiſche Grammatik von Dr. Emil Photographie v. Staatsanw. Dr. J. 
Smetänfa, ao. Prof. an der böhnm. | Schlittgen in Chemnitz. Nr. 361. 
Univ. Prag. Nr. 721. Urheberrecht, Das deutſche, an literar 

Tſchechiſches Leſebuch mit Gloſſar von riſchen, künſtleriſchen u. gewerbl. 


| 
Togo. Die deutſchen Kolonien I: Togo 
und Kamerun von Prof. Dr. Karl 


Turnkunſt, Geſchichte der, von Dr. Ru⸗ 


böhm. Univ. Prag. Nr. 723. 


Turnen, Das deutſche, v. Dr. Rudolf 


Gaidh, Prof. a. König Georg⸗Gymn. 
in Dresden. Mit 87 Abb. Nr. 628. 


Dr. Emil Smetanka, ao Prof. an der 


dolf Gaſch, Prof. a. König Georg⸗ 
Gymnaſium in Dresden. Mit 17 Xb- 
bildungen. Nr. 504. 


Ungarn. Landeskunde von Oſterreich⸗ 


Ungarn von Dr. Alfred Grund, 


— — II: Bronzezeit. 
gruppen. Nr. 565. 


Schöpfungen, mit beſonderer Be⸗ 
rückſichtigung der internationalen 
Verträge von Dr. Guſtav Rauter, 
Patentanwalt in Charlottenburg. 
Nr. 263. 


Urzeit. Kultur der Urzeit von Dr. 


Moritz Hoernes, o. 5. Prof. an der 
Univ. Wien. 3 Bändch. I: Stein⸗ 
zeit. Mit 40 Bilbergrupp. Nr. 564. 
it 36 Bilder 


Prof. an der Univerfität Prag. Mit — — III: Eisenzeit. Mit 35 Bilder 


10 Textilluſtr. u. 1 Karte. Nr. 244. 
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gruppen. Nr. 566. 


Bektoranaly ſis von Dr. Siegfr. Balen- l Volksbibliotheken (Bücher u. Leje 


tiner, Prof. an der Bergakademie 
in Clausthal. Mit 16 Fig. Nr. 354. 


Benezuela. Die Cordillerenſtaaten 
von Dr Wilhelm Sievers, Prof. 


an der Univerſität Gießen II: en i 

iti 
16 Taf. u. 1 lithogr. Karte. Nr. 653. 
im Hochbau. 
Kurzgefaßtes Handbuch üb. d. Wer | 
ſen d. Koſtenanſchlags v. Architekt 


dor, Colombia u. Venezuela. 


Veranſchlagen, Das, 


Emil Beutinger, Aſſiſtent an der 
Techniſchen Hochſchule in Darm- 
ſtadt. Mit vielen Fig. Nr. 385. 
Vereinigte Staaten. Landeskunde der 
Vereinigten Staaten von Nord: 
amerika von Profeſſor Heinrich 
Fiſcher, Oberlehrer am Luiſenſtädt. 
Realgymnaſium in Berlin. I. Teil: 
Mit 22 Karten und Figuren im 

Text und 14 Tafeln. Nr. 381. 
— II. Teil: Mit 3 Karten im Text, 
17 Tafeln u. 1 lith. Karte. Nr. 382. 
ergil. Die Gedichte des P. Vergilius 
Maro. In Auswahl mit einer Cin- 
leitung u. Anmerkungen herausgeg. 
von Dr. Julius Ziehen. I: Çin- 

leitung und Aeneis. Nr. 497. 
Vermeſſungskunde von Dipl.-Ing. 
P. Werkmeiſter, Oberlehrer an der 


Kais. Techn. Schule in Straßburg 


i. E. I: Feldmeſſen und Nivel⸗ 
lieren. Mit 146 Abb. Nr. 468. 
— — II: Der Theodolit. Trigono» 


metriſche u. barometr. Höhenmeſ⸗ 

fung. Tachymetrie. Mit 109 Ab- 

bildungen. Nr. 469. 
Verſicherungsmathematik von Dr. 


Alfred Loewy, Profeſſor an der 


Univerſität Freiburg i. B. Nr. 180. 
Verſicherungsweſen, Das, von Dr. iur. 
aul Moldenhauer, Profeſſor der 
Verſicherungswiſſenſchaft an der 
Handelshochſchule Köln. I: Allge⸗ 
meine Verſicherungslehre. Nr. 262. 
— — II: Die einzelnen Verſicherungs⸗ 
zweige. Nr. 636. 
Verſicherungsweſen, Technik des, von Dr. 
Hans Hilbert in Berlin. Nr. 741. 
Völkerkunde v. Dr. Michael Haber- 
landt, k. u. 2 Kuſtos d. ethnogr. 
1 d. naturhiſt. Hofmu⸗ 
ſeums u. Privatdozent a. d. Univ. 
Wien. Mit 56 Abbild. Nr. 73. 
Völkernamen. Länder⸗ u. Völker⸗ 


namen von Dr. Rudolf Kleinpaul | 


in Leipzig. Nr. 478. 


hallen), ihre Einrichtung u. Ver⸗ 
waltung v. Emil Jaeſchke, Stadi- 
bibliothekar in Elberfeld. Nr. 332. 
Volkslied, Das deutſche, ausgewählt 
und erläutert von Prof. Dr. Jul. 
Sahr. 2 Bändchen. Nr. 25, 182. 
Volks wirtſchaftslehre von Dr. Carl 
Zohs. Fuchs, Profeſſor an der 
Univerſität Tübingen. Nr. 133. 
Volks wirtſchaftspolitik v. Präſident 
Dr. R. van d. Borghi, Berlin. Nr. 177. 
Waffen, Die blanken, und die Schutz⸗ 
waffen, ihre Entwicklung von der 
Zeit der Landsknechte bis zur Gegen- 
Wart m. beſonderer Berückſichtigung 
der Waffen in Deutſchland, Sſter⸗ 
reich⸗Ungarn und Frankreich von 
W. Gohlke, Feuerwerks⸗Major a. D. 
in Berlin⸗Steglitz. Mit 115 Ab⸗ 
bildungen. Nr. 631. 
Wahrſcheinlichkeitsrechnung von Dr. F. 
Hack, Prof. a. Eberh.⸗Ludw.⸗Gymn. 
in Stuttgart. M. 15 Fig. Nr. 508. 
Waldeck. Landeskunde des Großher⸗ 
zogtums Heſſen, der Provinz Hef: 
ſen⸗Naſſau und des Fürſtentums 
Waldeck von Profeſſor Dr. Georg 
N Greim in Darmſtadt. Mit 13 Ab- 
bildungen und 1 Karte. Nr. 376. 
Waltharilied, Das, im Versmaße der 
Urſchrift überſetzt u. erläutert von 
| Prof. Dr. H. Althof, Oberlehrer am 
Realgymnaſ. in Weimar. Nr. 46. 
Walther von der Vogelweide, mit 
Auswahl a. Minneſang u. Spruch⸗ 
dichtung. Mit Anmerkgn. u. einem 
Wörterbuch v. Otto Güntter, Prof. 
a. d. Oberrealſchule und an der 
Techn. Hochſch. in Stuttgart. Nr. 23. 
Walzwerke. Die, Einrichtung und Bes 
trieb. Von Dipl.⸗Ing. A. Holver⸗ 
ſcheid, Oberlehrer a. d. Kgl. Ma⸗ 
ſchinenbau⸗ u. Hüttenſchule in Duis⸗ 
burg. Mit 151 Abbild. Nr. 580. 
Warenhäuſer. Geſchäfts⸗ u. Waren⸗ 
häuſer v. H. Schliepmann, Kgl. Baur. 
i. Berlin. I: Vom Laden zum,, Grand 
Magasin“. Mit 23 Abb. Nr. 655. 
— — II: Die weitere Entwickelung der 
Kaufhäuſer. Mit 39 Abb. Nr. 656. 
Warenkunde von Dr. Karl Haſſack, 
Prof. u. Leiter der k. k. Handels⸗ 
akademie in Graz. L. Teil: Unorgm 
niſche Waren. M. 40 Abb. Nr. 222. 
3 Teil: Organiſche Waren. 
Mit 36 Abbildungen. Nr. 223. 
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Warenzeichenrecht, Das. Nach dem 
Geſetz z. Schutz d. Warenbezeich⸗ 
nungen v. 12. Mai 1894. Von Reg.» 
Rat J. Neuberg, Mitglied des Kai. 
Patentamts zu Berlin. Nr. 360. 

Wärme. Theoretiſche Püyſik II. T.: 
Licht u. Wärme. Von Dr. Guſtav 
Jäger, Prof. a. d. Techn. Hochſchule 
Wien. Mit 47 Abbildgn. Nr. 77. 

Wärmekraftmaſchinen. Die thermo⸗ 
dynamiſchen Grundlagen der 
Wärmekraft⸗ u. Kältemaſchinen 
von M. Röttinger, Diplom⸗Ing. 
in Mannheim. Mit 73 Fig. 

Wärmelehre, Techniſche, (Thermody⸗ 
namik) v. K. Walther u. M. Röttin⸗ 
ger, Dipl.⸗Ing. Mit 54 Fig. Nr. 242 

Wäſcherei. Textilinduſtrie III: Wä⸗ 
ſcherei, Bleicherei, Färberei und 
ihre Hilfsſtoffe von Dr. Wilh. 
Maſſot, Prof. an der Preuß. höh. 
Fachſchule für Textilinduſtrie in 
Krefeld. Mit 28 Figuren. Nr. 186. 

Waſſer, Das, und ſeine Verwendung 
in Induſtrie und Gewerbe v. Dr. 
Ernſt Leher, Dipl.⸗Ing. in Saal⸗ 
feld. Mit 15 Abbildungen. Nr. 261. 

Waſſer und Abwäſſer. Ihre Zuſam⸗ 
menſetzung, Beurteilung u. Unter⸗ 
ſuchung v. Prof. Dr. Emil Haſelhoff, 
Vorſt. d. landwirtſch. Verſuchsſtation 
in Marburg in Heſſen. Nr. 473. 

Waſſerinſtallationen. Gas- und Waſ⸗ 
ſerinſtallationen mit Einſchluß der 
Abortanlagen v. Prof. Dr. phil. u. 

Dr.-Ing. Eduard Schmitt in Darm- 
ſtadt. Mit 119 Abbild. Nr. 412. 

Waſſerkraftanlagen von Th. Rümelin, 
Regierungsbaumeiſter a. D., Ober- 
ingenieur in Dresden. I: Beſchrei⸗ 
bung. Mit 66 Figuren. Nr. 665. 

— — II: Gewinnung der Waſſerkraft. 
Mit 35 Figuren. Nr. 666. 

— — III: Bau und Betrieb. Mit 
56 Figuren. Nr. 667. 

Waſſerturbinen, Die, von Dipl.-Ing. 
P. Holl in Berlin. I: Allgemeines. 
Die Freiſtrahlturbinen. Mit 113 
Abbildungen. Nr. 541. 

— — II: Die Überdruckturbinen. 
Die Waſſerkraftanlagen. Mit 102 
Abbild. Nr. 542. 

Waſſerverſorgung der Ortſchaften v. 
Dr.-Ing. Robert Weyrauch, Prof. 
an der Kgl. Techniſchen Hochſchule 
Stuttgart. Mit 85 Fig. 
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Deberei. Textilinduſtrie II: Weberel, 
Wirkerei. Po ſamentiererei, Spits 
zen- u. Gardinenfabrikation und 
Filzfabrikation von Prof. Max 
Gürtler, Geh. Regierungsrat im 
Königl. Landesgewerbeamt zu 
Berlin. Mit 29 Figuren. Nr. 185. 

Wechſelſtromerzeuger von Ing. Karl 
Pichelmayer, Prof. an der k. k. 
Techniſchen Hochſchule in Wien. 
Mit 40 Figuren. Nr. 547. 

Bechſelweſen, Das, v. Rechtsanw. Dr. 
Rudolf Mothes in Leipzig. Nr. 103. 

Wehrverfaſſung, Deutſche, von Geh. 
Kriegsrat Karl Endres, vortr. Rat i. 
Kriegs miniſt. i. München. Nr. 401. 

Werkzeug maſchinen für Holzbear⸗ 
beitung, Die, von Ing. Profeſſor 
Hermann Wilda in Bremen. Mit 
125 Abbildungen. Nr. 582. 

Werkzeug maſchinen für Metallbear⸗ 
beitung, Die, von Ing. Prof. Her⸗ 
mann Wilda in Bremen. I: Die 
Mechanismen der Werkzeugmaſchi⸗ 
nen. Die Drehbänke. Die Fräs⸗ 
maſchinen. Mit 319 Abb. Nr. 561. 

— — II: Die Bohr- und Schleif⸗ 
maſchinen. Die Hobel⸗, Shaping⸗ 
u. Stoßmaſchinen. Die Sägen 
u. Scheren. Antrieb u. Kraft⸗ 
bedarf. Mit 206 Abbild. Nr. 562. 

Weſtpreußen. Landeskunde der Pro⸗ 
vinz Weſtpreußen von Fritz Braun, 
Oberlehrer am Kgl. Gymnaſium in 
Graudenz. Mit 16 Tafeln, 7 Text⸗ 
karten u. 1 lith. Karte. Nr. 570. 

Wettbewerb, Der unlautere, von 
Rechtsanwalt Dr. Martin Waſſer⸗ 
mann in Hamburg. I: Generalklau⸗ 
ſel, Reklameauswüchſe, Ausver⸗ 
kaufsweſen, Angeſtelltenbeſtechung. 
Nr. 339. 

— — II: Kreditſchädigung, Firmen⸗ 
und Namenmißbrauch, Verrat von 
Geheimniſſen, Ausländerihus. 
Nr. 535. 

Wirbelloſe Tiere. Das Tierreich VI: 

Die wirde.:nien Tiere von Dr. 

Ludwig Böhmig, Prof. d. Zoologei 

an der Univ. Graz I: Urtiere, 

Schwämme, Neſſeltiere, Rippen⸗ 

guallen u. Würmer. Mit 74 Fig. 

Nr. 439. A i 

— II: Krebſe, Spinnentiere, Taus 

ſendfüßer, Weichtiere, Moostier⸗ 

chen, Armfüßer, Stachelhäuter u. 

Manteltiere. Mit 97 Fig. Nr. 440. 


Wirkerei. Textilinduſtrie II: Webe⸗ Zeichnen, 


rei, Wirkerei, Poſamentiererei, 
Spitzen⸗ u. Gardinenfabrikation 
und Filzfabrikation von Prof. Max 
Gürtler, Geh. Regierungsrat im 
Königl. Landesgewerbeamt zu 
Berlin. Mit 29 Figuren. Nr. 185 

Wirtſchaftlichen Verbände, Die, von 
Dr. Leo Müffelmann in Roſtock. 
Nr. 586. 

Wirtſchaftspflege. Kommunale Wirt⸗ 
ſchaftspflege von Dr. Alfons Rieß, 
Magiſtratsaſſ. in Berlin. Nr. 534. 

Wohnungs frage, Die, v. Dr. L. Pohle, 
Prof. der Staatswiſſenſchaften zu 
Frankfurt a. M. I: Das Wohnungs⸗ 
weſen i. d. modern. Stadt. Nr. 495. 

— — II: Tie ſtädtiſche Woh nungs⸗ 
und Bodenpolitik. Nr. 496 

Wolfram von Eſchenbach. Hartmann 
v. Aue, Wolfram v. Eſchenbach 
und Gottfried von Straß burg. 
Aus wahl aus dem höf. Epos m. An⸗ 
merkungen u. Wörterbuch v. Dr K. 
Marold, Prof. am Kgl. Friedrichs⸗ 
kolleg. zu Königsberg i. Pr. Nr. 22. 

Wörterbuch nach der neuen deutſchen 
Rechtſchreibung von Dr. Heinrich 
Klenz. Nr. 200. 

— Deutſches, von Dr. Richard Loewe 
in Berlin. Nr. 64. 

— Techniſches, enthaltend die wichtig ⸗ 
ften Ausdrücke des Maſchinenbaues, 
Schiffbaues und der Elektrotechnik 
von Erich Krebs in Berlin. I. Teil: 
Deutſch⸗Engliſch. Nr. 395. 

— — II. Teil: Engl.⸗Diſch. Nr. 396. 

— — III. Teil: Dtſch.⸗Franz. Nr. 453. 

— — IV. Teil: Franz.⸗Dtſch. Nr. 454. 

Württemberg. Württembergiſche Ge⸗ 
ſchichte v. Dr. Karl Weller, Prof. 
am Karlsgymnaſium im Stuttgart. 
Nr. 462. 

Württemberg. Landeskunde des 
Königreichs Württemberg von 
Dr. K. Haſſert, Prof. d. Geographie 
a. d. Handelshochſchule in Köln. Mit 
16 Vollbildern u. 1 Karte. Nr. 157. 

Zeichenſchule von Prof. K. Kimmich 
in Ulm. Mit 18 Tafeln in Tons, 
Farben- und Golddruck und 200 
Boll- und Textbildern. Nr. 39. 
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Geometriſches, von H. 
Becker, Architekt und Lehrer an der 
Baugewerkſchule in Magdeburg, 
neu bearbeitet von Prof. J. Von⸗ 
derlinn, Direktor der königl. Bau⸗ 
gewerkſchule zu Münſter. Mit 290 
Fig. u. 23 Taf. im Text. Nr. 58. 

Zeitungsweſen, Das deutſche, von Dr. 
R. Brunhuber, Köln a. Rh. Nr. 400. 

Zeitungsweſen, Das moderne, (Syſt. 
d. Jeitungslehre) von Dr. Robert 
Brunhuber in Köln a. Rh. Nr. 320. 

Zeitungsweſen, Allgemeine Geſchichte 
des, von Dr. Ludwig Salomon 
in Jena. Nr. 351. 

Zellenlehre und Anatomie der Pflan⸗ 
zen von Prof. Dr. H. Miehe in 
Leipzig. Mit 79 Abbild. Nr. 556. 

Sentrut⸗perſpettive von Architekt 
Hans Freuberger, neu bearbeitet 
von Profeſſor J. Vonderlinn, Di- 
rektor der Königl. Baugewerkſchule 
in Münſter i. Weſtf. Mit 132 Fig. 
Nr. 57. 

Zimmerarbeiten von Carl Opitz, Ober⸗ 
lehrer an der Kaiſ. Techn. Schule in 
Straßburg i. E. I: Allgemeines, 
Balkenlagen, Zwiſchendecken und 
Deckenbildungen, hölz. Fußböden, 
Fachwerkswände, Hänge- und 
Sprengwerke. Mit 169 Ab- 
bildungen. Nr. 489. 

— — II: Dächer, Wandbekleidungen, 
Simsſchalungen, Block-, Bohlen⸗ 
und Bretterwände, Zäune, Türen. 
Tore, Tribünen und Baugerüſte, 
Mit 167 Abbildungen. Nr. 490. 

Zivilprozeßrecht, Deutſches, von Prof. 
Dr. Wilhelm Kiſch in Straßburg 
i. E. 3 Bände. Nr. 428—430. 

Zonlsgie, Geſchichte der, von Prof. 
Dr. Rud. Burckhardt. Nr. 357. 

Zündwaren von Direktor Dr. Alfons 
Bujard, Vorſt. des Städt. Chem. 
Laboratoriums Stuttgart. Nr. 109. 

Zwangsverſteigerung, Die, und die 
Zwangsverwaltung von Dr. F. 
Kretzſchmar, Oberlandesgerichtsrat 
in Dresden. Nr. 523. 

Zwirnerei. Textilinduſtrie I: Spin⸗ 
nerei und Zwirnerei von Prof. 
Max Gürtler, Geh. Regierungsrat 
im Königlichen Landesgewerbeamt 
zu Berlin. Mit 39 Fig. Nr. 184. 


Weitere Bände ſind in Vorbereitung 
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G. J. Göſchen'ſche Berlagshandlung G. m. b. H. in Berlin W 10 u. Leipzig 


Allgemeine Verkehrsgeographie. 
Von Prof. Dr. Kurt Haſſert. Mit 12 Karten und 
5 © Darſtellungen. Broſch. M. 10.—, in Halbfranz 
ge t = 


Geſchichte der Aufteilung und Kolo- 
niſation Afrikas dere gor ef 
Dr. Paul Darmſtaedter. Erſter Band: 1415—1870. 
Broſch. M. 7.50, in Halbfranz geb. M. 9.50. 


Goethes Wilhelm Meiſter Sme re 
modernen Lebensideals. g Profeſſor Max Wundt. 
Broſch. M. 8.—, geb. M. 8.80. 


Grundriß einer Philoſophie des 
Schaffens als Kulturphiloſophie. 


Einführung in die Philoſophie als Weltanſchauungslehre. 
ae Dr. Otto Braun. Broſch. M. 4.50, 
9 


14 Eine pſychologiſche Unterſuchung. Von 
Das Gefühl. Prien Dr Theobald Ziegler. 
5. durchge). u. verb. Aufl. Broſch. M. 4.20, geb. M. 5.20. 


Ein Organon geſchichtlichen Denkens und Forſchens. 
Hiſtorik. Von Privatdozent Dr. Ludwig Rieß. Erſter 


Band. Brosch. N. 7.50, in Halbfrang geb. N. 2.50. 
31 


G. J. Göſchen jhe Verlagshandlung G. m. b. H. in Berlin W 10 u. Leipzig 


Volkspſychologie 


Das Seelenleben im Spiegel der Sprache 
Von Dr. Rudolf Kleinpaul. 
Preis: broſchiert M. 4.80, gebunden M. 5.50. 


Der Verfaſſer beginnt in der Einleitung des Werkes mit dem 
Nachweis, wie überhaupt eine Pſyche in die Welt gekommen und 
den Naturkindern der Begriff eines inwendigen Menſchen aufge⸗ 
gangen ift und ſchildert dann in großen Zügen die Schicksale und 
die Hauptbegebenheiten, die eine müßige Menge dieſem inwendigen 
Menſchen zuſchreibt: ſein romanhaftes Gemütsleben, ſein geplagtes 
Alltagsleben, fein Naturleben, feine Erfahrungswiſſenſchaft, ſein 
Traumleben, feine Ekſtaſen und fein Leben nach dem Tode. Er 
entwickelt die ſenſualiſtiſche Erkenntnistheorie des Volkes. Mit bei⸗ 
ſpielloſer Kühnheit wird im Verfolg ſeiner Anſchauungen der Vorhang 
von der geheimen Werkſtätte des Geiſtes weggezogen und dem 
philoſophiſchen Ich auf den Grund gegangen. Zum erſtenmal und 
mit überlegener Kunſt wurde hier an die Grundlagen des pfycho⸗ 
logiſchen Wiſſens ſelbſt gerührt und von dem hergebrachten Schema⸗ 
tismus an die Worte und ihren ſichtbaren Urſprung appelliert. Auf 
die einfachſten Begriffe der Seelenlehre, der Logik und der Moral 
fällt dabei plötzlich und überraſchend ein helles Schlaglicht — man 
ſieht den Frieden und den Kummer, wie er geweſen iſt, und den 
Schmerz, wie in ein Laokoon gefühlt hat, man ſieht die Geduld 
tragen, den Verſtand ſtehen und die Intelligenz leſen — der Grund, 
der zureichende Grund, das Wiſſen ſelbſt erſcheint in ſeiner wahren, 
underfälſchten und unverkünſtelten Geſtalt, eine Umwälzung der ge 
ſamten philoſophiſchen Terminologie tritt ein, und dennoch iſt es keine 
neue Phantaſie, ſondern nur eine Wiederherſtellung des Alten, Ein⸗ 
gebürgerten und männiglich Bekannten. 
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